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RESUMEN

Este trabajo estudia operadores uniformemente estables sobre espacios de Banach en general, con el
propdsito de caracterizar algunos que tengan subespacios invariantes no triviales.

Palabras clave: Operadores Uniformemente estables, subespacios invariantes.

UNIFORMLY STABLE OPERATORS AND SUB INVARIANT
SPACES

ABSTRACT

This paper studies uniformly stable operators on Banach spaces in general, with the purpose of characterizing
some that have non-trivial invariant subspaces.

Key words: Uniformly stable operators, sub invariant spaces.

OPERADORES UNIFORMAMENTE ESTAVEIS E SUBESPACOS
INVARIANTES

RESUMO

Este artigo estuda operadores uniformemente estaveis em espacos de Banach em geral, com o objetivo de

caracterizar alguns que apresentam subespacos invariantes nao triviais.

Palavras-chave: Operadores uniformemente estaveis, subespacos invariantes.
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1. INTRODUCCION

Esta investigacion esta orientada a caracterizar operadores uniformemente estables que

tengan subespacios invariantes.

El problema de hallar subespacios invariantes no triviales, de operadores definidos sobre

espacios de Banach, es de vieja data (Bothelo & Ewerton, 2017).

Mateméaticos como Halmos, Erdos y el ruso Lomondsov (Halmos 1982) han abierto el camino
y resuelto parcialmente este problema. Bravo, alumno de Erdos en la Universidad de
Berkeley en California, resolvi6 muchas interrogantes sobre el tema en su tesis doctoral

(Bravo 1980). En general, el profesor Bravo trabajo sobre espacios de Hilbert separables.

En el 2007, el profesor Bravo, hoy ausente, dejé un trabajo inédito sobre el tema de encontrar
subespacios invariantes de operadores casi nilpotentes. Hemos retomado el temay trabajado

en general sobre operadores uniformemente estables.

Asumo que el lector esta familiarizado con la teoria de los espacios de Banach. Sin embargo,
es pertinente sefialar que las referencias (Kreyszig 1978; Rosales 2011) son textos que
recogen la teoria basica de los operadores y nuestros preliminares pueden servir de

orientacion.

2. PRELIMINARES

En este trabajo X denotara un espacio de Banach sobre los numeros complejos y X* su

espacio dual.

De igual manera, B(X) sera la familia de los operadores acotados sobre el espacio de Banach
X. Algunas veces trabajaremos con B(X,Y) operadores entre espacios de Banach X,Y

distintos.

Un subespacio M del espacio de Banach X significara un subespacio cerrado en la topologia
de la norma. Diremos que M es invariante para T € B(X) si T(M) c M. Por lat(T)
entenderemos la familia de todos los subespacios invariantes para T. Es claro que {0}, X €
lat(T) y se les llaman sus subespacios invariantes triviales. Se dice que M es hiperinvariante

paraT siM € lat(A), para cada operador A € B(X) talque Ao T =T o A.

Un operador T € B(X) se dice que converge uniformemente al operador nulo, o que es

u
uniformemente estable si lirP IT™|| = 0. Se escribe T"™ -0 para indicar la estabilidad
n-+e
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uniforme. Caso particular de los operadores uniformemente estables son los nilpotenes y casi
nilpotentes. Un T € B(X) es nilpotente, si T™ =0 para alguna potencia n>1. Si

lirP YIIT™|| = 0, se dice que el operador T es casi nilpotente. Es claro que todo operador
n—+e
nilpotente es casi nilpotente.

Un operador T € B(X) se dice que es compacto, si dada una sucesion acotada {x,} c X,

existen y € Xy una sub-sucesion {x,, } tales que lim [[T(xy,) — || = 0. Denotaremos por
n—-+«

K(X) la familia de los operadores compactos. Un caso particularmente importante de

operadores compactos son los de rango finito. Un T € B(X) es de rango finito si T(X) es de

dimension finita. Es conocido que K(X) es un ideal en el algebra de operadores B(X) y si
T,€EK(X)y lirP IIT, — T|| = 0, entonces T € K(X).
n—+o

Dado T € B(X), por T'€ B(X*) entenderemos el operador T'(f) = f o T llamado el adjunto
de T. Si M € lat(T), entonces M+ = {f € X*: f(M) = 0} € lat(T"). Si f € X* escribiremos
fx) = {x, f).

Finalizamos diciendo que si H es un espacio de Hilberty T € B(H), se garantiza la existencia
de T* € B(H) tal que (T(x),y) = (x,T*(y)). Aqui (x,y) denota el producto escalar definido
sobre el espacio de Hilbert H. Un espacio de Hilbert importante y que usaremos es H = [,(Z")

formado por las sucesiones (ay, ay, ..., ay,..), @, € C tales que Y12 |a,|? < +e.

3. OPERADORES UNIFORMEMENTE ESTABLE Y SUBESPACIOS INVARIANTES

El siguiente resultado es fundamental en este estudio

Lema 2.1. Sea X un espacio de Banach y T € B(X). Las siguientes condiciones son

equivalentes:

a) T" 50

b) r(T) <1
c) Existena € (0,1), B =1, tales que ||[T"|| < Ba™ <,Vn > 1.

Demostracion: Para la prueba ver la referencia (Kubrusly 2008, pagina 79, problema 8.6).
Una consecuencia de este resultado es el siguiente:
Teorema 2.1: Sea X un espacio de Banach y TeB(X) uniformemente estable.

(1) Si {B,:n = 1} es una sucesion de nimeros complejos acotada, entonces Y% B, T"

es una serie absolutamente convergente en B(X).
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(2) Si f € H(D(0,1)),f(0) # 0, f(T) = 0 (Es decir T es un operador analitico); entonces

T es nilpotente.
Demostracion: (1) Sea M > 0 tal que B, < M,vn=>1. Sia
a € (0,1), B=1con|T"| < Ba™Vn =1, entonces

ZaZil Bl ITTI < EaZil BulBa™ < MBERZ @™ < +oo.

(3) Sea f € H(D(0,r)) tal que f(T) = 0, ademas con

+ oo

F) =) aw™  lzl<r

n=1

Puesto que f(z) =2z"g(z), g(0) #0,g € H(D(0,r)), entonces existe g~1(z) €
H(D(0,s) (s <) con g(2)(g7*(2)) = 1,V z € H(D(0, 5)).

Nosotros tenemos que g~ *(T) es definible por la primera parte de la prueba.
Finalmente 0 = f(T) =T" o g(T) = 0=T" 0o g(T) o g(T)"* =T"

El siguiente teorema generaliza el principal resultado estudiado por Bravo 2007, para

operadores casi nilpotentes y es nuestro principal objetivo

Teorema 2.2: Si X es un espacio de Banach y T € B(X) un operador no nulo uniformemente

estable, entonces existe una familia de operadores compactos {Sy : X = [(Z%)}x ex+ tales
que Sy, o T =W~ oS, , donde W* es el operador adjunto del operador de desplazamiento a

izquierda de multiplicidad uno. Ademas, T tiene subespacio invariante no trivial, si y solo si,

Sx, €S no trivial y ker(Sy,) # {0} para algin x, # 0. Finalmente, si T es un operador no
escalar T, ni casi nilpotente y S, (X) € [,(Z*) para algun x, # 0; entonces T' tiene

subespacios hiperinvariantes no triviales.

Demostracion: Para cada x, € X* consideremos el operador S, :X — [,(Z™) definido por:
Sxo (x) = ((x, xO)I (T(x)r xO); ey (Tn(x)) xO)I ); V X € X

u
Puesto que T™ — 0, podemos encontrar: « € (0,1), B =1con ||[T"|| < fa™,Vn=0=
Y520 KT™(x), x0), 12 < ZRSNT™ GO Nlxoll? < Blixoll? X352 a™ < +oo.
Se deduce que S, esta bien definida.

Por otro lado, si consideramos
Sp(x) = ({x, x0), (T (x), x0), ..., {T™(x), x0), 0,0, ...),V x € X, tenemos que

los S,,(x) son operadores de rango finito y como

78 ISNN 2588-0764 REVISTA BASES
DE LA CIENCIA



Operadores Uniformemente Estables y Subespacios Invariantes

| Sy =Sn G| = 11(0,0, ...,0, {T™ (%), x0), (T™2(x), %), , .. )12 <

B2llxolI2 Sk, a2 < ElxollaD

A , tenemos que S, es un operador compacto.

1-a

Si nosotros definimos: W:1,(Z*) - 1,(Z") por

W(ag, ay, ) Ay, ..) = (0, ap, Ay, .., Ay, ... ),V (g, Aq, v, Ay, ... ) € 1,(ZF), tenemos que W es

un operador de desplazamiento a izquierda de multiplicidad uno.

Si definimos W*(Bo, By, «-» B o) = (B1s oes Pri - ), ¥ (Boy By wes Pris ) € 1,(Z1) tenemos que
W* es el operador adjunto del operador de desplazamiento a izquierda de multiplicidad uno
anteriormente definido

Por otro lado

(W~ o Sxo)(x) = W*({{x, x0), {T(x), x0), e, {T™(x), X0), .. ) =
(T(x),x0), -, {T™(x),%0), 0,0, ... ) = S, (T(x)),VXx EX =
Sy, 0T =W*oS, (¥.

Sea M € lat(T), M # {0},X. Por el teorema de Hahn-Banach existe un funcional no nulo
xo € X, tal que xo(M)={0}. Si x €M, luego T"(x) € M = x,(T™(x)) =0,yn =0 =
Sy, (x) =0,V x €M.

Se deduce que ker(S,,) # {0}.

Por otro lado, si ker(S,,) # {0}, para algin x,, entonces ker(S,, )
es un subespacio invariante de T por (*).

Finalmente, sea x, # 0y S, (X) & 1,(Z").

Si (B1,B2,.-) € (SxO(X))l, podemos definir el operador

A=Y+ B (TH™ (**) (B, denota el conjugado de S,,).

El operador A no es nulo, como consecuencia del teorema 2.1 en su segunda parte, y
Axg) (x) = (Sy, (%), {Bn}n21) = 0. SiM = kerA, entonces M es un subespacio hiperinvariante

no trivial de T’ por (**).

Nota 2.1. Sea T = Al un operador escalar con |1] < 1. Esclaro que T' = AI. Nosotros vamos

a demostrar que 4 = Y+ B, (T')™ definido en el teorema anterior es el operador nulo.

En efecto, dado x € X con x,(x) # 0, entonces

<Sx0(x)r {,Bn};ioﬂ = (ZZ:E n*An)xo(x) =0= 2;201 n* At =0.
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Se deduce que el operador A = ¥} B, (T = 0.

Nota 2.2. Supongamos que V32, (T")"(x,) = X* (es decir x, es ciclico), entonces S, es un

operador inyectivo.

Sii Sy, (x) = ({x, x0), (T (x), x0), ., {T™(x), X%0), ... ) =0 (x # 0) = xO(T"(x)) =0Vn=0(x).

Por el teorema de Hahn-Banach, podemos hallar ¢ € X* tal que ¢(x) # 0.

Existe una red de polinomios

Pa(Z) = T ady 2%, tal que Py(T")(x,) > @. Por (*) deducimos que P4 (T")(xs)(x) =0y
como P, (T")(xy)(x) = ¢(x), deducimos que ¢(x) = 0, lo que es una contradiccion.
Finalizamos este trabajo con el siguiente resultado

Teorema 2.3: Si X es unespacio de Banachy T € B(X) es uniformemente estable, no escala,
ni casi nilpotente y existe A € B(l,(Z*), X) tal que dim(T o A — Ao W*)(B(1,(Z*)) = 1, donde
W es el operador definido en el teorema anterior; entonces T' tiene subespacio invariante

no trivial.

Demostracion: Por el teorema anterior se tiene que
S o T=W*oS, = (ToA—AoW")oS, =
ToAoSy,, —AoW* oS, =ToAoS, —AoS, oT=

dim(T o Ao Sy, —AeSy oT)(X) < 1.

SiAo S, =0,entonces S, (X) & [,(Z*), yaque de lo contrario A = 0.
Por el resultado anterior T’ tiene subespacio hiperinvariante no trivial M.

SiAo S, # 0, porsercompacto, por el teorema de extension de Lomonosov (Kubrusly 2008),

se deduce que T tiene un subespacio hiperinvariante no trivial M; entonces M+ es invariante

no trivial para T'.
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