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RESUMEN

Se prueba, entre otros, el siguiente resultado: Sea T:H—H un operador autoadjunto inyectivo, y K:H—H un operador de
Riesz, tal que KeAlglat(T)N{T}'. Si K:H—H es lleno, entonces T:H—H es lleno.
Palabras clave: Operador de Riesz, operador autoadjunto, operador lleno.

RESULTS ON FULL OPERATORS IN HILBERT SPACES

ABSTRACT

It is proved here, among other results, the following: Let T:H—H be a self-adjoint injective operator, and K:H—H a
Riesz operator, such that KeAlglat(T)N{T}'. If K:H—H is a full operator, then T:H—H is a full operator.
Keywords: Riesz operator, self-adjoint operator, full operator.

RESULTADOS SOBRE OPERADORES COMPLETOS EM ESPACOS DE HILBERT

RESUMO

O siguiente resultado, entre outros, esta provado: Seja T:H—H um operador autoadjunto limitado abaixo, e K:H—H um
operador de Riesz, tal qual KeAlglatTN{T}". Se K:H—H ¢é um operador completo, entdo T:H—H ¢é um operador
completo.
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Edixo Rosales

1.-INTRODUCCION

Este trabajo esta motivado por un resultado dado en mi libro “Operadores llenos, casi llenos y de
radio numérico alcanzable” (Rosales,2011). Este resultado dice explicitamente que, dado un
operador T: X — X invertible, con X un espacio de Banach complejo y tal que todo M € latT es
complementado en X a través de un invariante; si dado A: X — X un operador de Riesz lleno, tal que
A conmuta con T, y A contiene todos los invariantes de T, entonces T es un operador lleno.
Presentamos un caso, particularmente interesante, donde T: H - H es un operador autoadjunto

inyectivo definido sobre un espacio de Hilbert separable H.

El segundo resultado en importancia de este trabajo, fue originalmente propuesto por el Doctor Jaime
Bravo, en una investigacion inédita. EI matematico referido, plantea la interrogante: ¢Dado un
operador T: H — H, autoadjunto y acotado por abajo, y K: H — H un operador de Riesz, tal que K €
Alglat(T) n {T}. Si K:H — H eslleno, entonces T: H — H es lleno?. Este teorema fue demostrado
parcialmente en [Edixo, 2011]. Finalmente retomamos un corolario de Jaime Bravo dado en su tesis
doctoral en la Universidad de Berkeley ("Bravo, 1980" ), y hacemos un analisis exhaustivo de su

demostracion, debido a que en él esta contenida practicamente la filosofia de la anterior interrogante.

Aunque se supone que, el lector esta familiarizado con los conceptos basicos de la teoria espectral de
operadores en espacios de Hilbert, presentaremos unos preliminares de los resultados basicos que se
usaran en el transcurso del trabajo. Las referencias (Fernandez G., 2015), ([Kreyszig, 1978],)

y (Schecter,1971) pueden servir de guia para el mismo propdsito.

Preliminares

Esencialmente se trabaja en este articulo en un espacio de Hilbert separable H sobre los nimeros
complejos, aunque algunos resultados valgan sin la propiedad de separabilidad. Un subespacio M de
H se sobreentiende que es cerrado bajo la topologia de la norma, y diremos que es invariante para un
operador acotado T:H — H, si T(M) c M. Se denota por lat(T) la familia de sus subespacios
invariantes por T. Si M € lat(A), para todo operador A:H — H talqueTo A= Ao T, se dice M es
hiperinvariante para T. Los subespacios {T} = {A:H — H, tales que T oA = Ao T}y AlglatT =

{A:H - H, tales que lat T c lat A} son importantes en este trabajo.

Un operador acotado T: H — H es lleno, si T(M) = M, para todo M € lat(T). El rango numérico

asociado al operador T:H — H, es el subconjunto de los numeros complejos W(T) =
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Resultados sobre operadores llenos en espacios de Hilbert
{(T(x),x):x € H,||x|| = 1}. Aqui (T(x), x) denota el producto escalar en el espacio de Hilbert H.
Diremos que Wy (T) = {a € C:existex, € H, ||x,|| =1, (T(x,),x,) = a, ||IT(x)I|l = T}, es

el rango numérico maximal del operador T.

Dado a € C, se dice que @ € p(T), si el operador acotado T — al es invertible. A p(T) se le llama la
resolvente de T, y a su complemento o(T) = C — p(T), el espectro de T. Es conocido que o(T) es
un subconjunto no vacio y compacto de los nimeros complejos con su topologia usual. Es decir

cerrado y acotado.

Particularmente o,,(T) = {aeC: ker(T — al) # {0}} es un subconjunto del espectro de T de interés
para nuestro estudio.Si aea, (T), entonces aes un valor propio del operador T. Por p(T)
se denota la componente conexo no acotada de la resolvente p(T). El nimero real no negativo

r(T) = nll)lpoo YT es llamado el radio espectral de operador T. Se tiene el siguiente

importante resultado:
Lema 1 (Sarason): Si T: H — H es un operador acotado, valen las siguientes afirmaciones:

1) Si Ay Y A; pertenecen a una misma componente de la resolvente p(T), entonces
lat(T - }\,01)_1 ES lat(T - ;\411)_1
(2)  SiAE€E p,(T),entonces lat(T — AI)~t = lat(T) .

Demostracion: Puede ser consultada en (Bravo, 1980).

Si x € H, las potenciasT™(x)generan un subespacio cerrado, que denotaremos por V,,.5T™(x)y que

sera fundamental en el desarrollo de este trabajo.

Varios tipos de operadores aparecen referidos en esta investigacion. Un operador acotado T: H - H
se dice que es compacto, si dada una sucesion acotada {x,,} c H existen y € H y una subsucesion
{xnk} tales que T'(x,,) — ¥, en la convergencia de la norma. Si T: H — Hes un operador acotado, se

dice que es de Riesz, si tiene las siguientes propiedades fundamentales:

(1) Sia€eC,a+ 0,entonces N((T — al)™ = ker (T — al)™ es de dimension finita para todo
n = 1.

(2) Si ae€C,a+0, entonces R((T —al)™) = (T —al)"(H) es sub espacio cerrado
dimensidn finita para todo n > 1.

(3)  Si{ay} c 0,(T) esunasucesion infinitay a, — a, entonces a = 0.
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Se sabe que todo operador compacto es de Riesz y que si M € lat(T), entonces el operador
restringido Ty, = T|M, es de Riesz. Ademas todo operador de Riesz T: H — H se escribe de la
forma T = A+ K con A: H — H un operador casinilpotente (es decir 6(A) = {0}) y K:H - H
un operador compacto. Reciprocamente, si T = A + K con A: H — H un operador casinilpotente

y K: H — H un operador compacto, entonces T es de Riesz.

Si T: H - H es un operador acotado, existe T*: H — H un operador acotado, tal que (T'(x), y) =
(x,T*(y)), paratodo x,y € H. A T* se le llama el operador adjunto de T. Un operador acotado
T:H — Hesnormal cuando T o T* = T* o T, y un caso particular de este tipo de operadores, lo
constituyen los autoadjuntos, es decir aquellos tales que T = T*. Un operador acotadoT: H - H
se llama una isometria, si [|T(x)|| = ||x]||, paratodo x € H. Si ademas la isometria T es sobre, el

operador se dice unitario. Un operador acotado T: H — H tal que (T'(x),x) = 0 paratodo x € H

y . . 2
, se le llama positivo y para este operador existe un tnico VT:H — H , tal que VT =T. El

operador VT es la raiz cuadrada del operador T.
Recordemos que si M, N son subespacios de H, entonces M © N = {x € M:(x,y) =0,Vy € N }.

Finalizamos diciendo que, algunos resultados conocidos sobre operadores llenos los damos para

hacer auto contenida la exposicion y se especificara el resultado que nos pertenece.

2.-RESULTADOS SOBRE OPERADORES LLENOS EN ESPACIOS DE HILBERT

SiT: H — H es un operador lleno, entonces T es inyectivo. En efecto, considere M = Ker(T). Es

claro que Ker(T) € lat(T) y por lo tanto T (ker (T)) = {0} = ker (T).

La primera importante caracterizacion de los operadores llenos que presentamos es la siguiente:

Teorema 1: SeaT: H - H un operador acotado. T es un operador lleno, si y solo si, dado x € H tal

que (T™(x),x) = 0 (paratodon = 1), entonces x = 0.

Demostracion: Suponga que T es un operador llenoy x € H, tal que (T™(x), x) = 0 (paratodon >

o4

1). Si x # 0, considere M = V,F5T™(x) (el subespacio cerrado generado por las potencias

T"(x)). Como T(V,5T™(x)) = V,,.5T™(x) € V5T (x), se tiene que existe una red de
polinomios P;(T)(x) — x en norma, donde cada polinomio P; es sin términos independientes.

Se deduce que (P;(T)(x),x) = (x,x)=(x,x) = 0, lo que es contradictorio.
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Reciprocamente, si T no fuera lleno, existiria un M € lat(T) tal que MET (M) # {0}. Sea x €
M S T(M) con ||x|| = 1. Como (T"(x), x) = 0 para todo n = 1, por hipdtesis tenemos que

x = 0, lo que es una contradiccion.

Observe de lo anterior, que si T: H — H es un operador acotado con 0 ¢ W(T), entonces T:H — H
es lleno. En efecto, de lo contrario existen M € lat(T), x e M S T(M), ||x|| = 1, luego

(T(x), x) = 0lo que es contradictorio.
Tenemos el siguiente resultado que nos pertenece:
Teorema 2:Si T:H — H esunaisometria y 0 € Wy(T), entonces T es un operador lleno.

Demostracion: Si T: H — H no es lleno, existe un vector x € H, ||x|| = 1 tal que (T™(x),x) =0

paratodon > 1 por el teorema 1.
Denote por T"™(x) = x,. PorserT una isometria, se tiene que ||[T"(x)|| = ||x]| = 1.
Esto dice que los x,, son vectores unitarios. Ademas se deduce que [|[T™(x)|]| =1 - ||T|| = 1.

Observe que (T (x,),x,) = (T(T"(x)),x)) = (T™""*(x),x) = 0 (paratodon > 1). Esto afirma

que 0 € Wy (T)lo que contradice la hipotesis del teorema.

El siguiente resultado es fundamental en esta seccion y aparece originalmente en (Karanasios,
1984).

Teorema 3 (Karanasios): Sea T: H — H un operador casi nilpotente lleno. Si N,M € lat(T) con

. R N . -, R
{0} € M < N, entonces el espacio cociente &S de dimension distinta de uno.

-, N . .
Demostracion: Sabemos que - €S isomorfo al subespacio cerrado N © M.

Si dim(N© M) =1, entonces N=M @ (N ©& M) =M @ (x) donde (x) indica el subespacio
cerrado generadoporx € N © M, ||x|| = 1.

Existena € C,y € M, talesque T(x) =y @ ax = (T —al)(x) E M .

Si @ =0, tenemos que T(x) € M y por lo tanto T(N) =N c M . Asi que N =M, lo que es
contradictorio.
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Sia # 0,entonces T"(x) = y,, D ax = (T"(x),x) = a" = |a|" < ||T"| = |a| < V||T|| =

lim 1/||T"|| = 0 = a = 0, lo que es nuevamente contradictorio. Se deduce el resultado.
n-+ow

Se tiene el siguiente lema, lo introducimos porque facilita la demostracion de nuestros resultados:

Lema 2 : Si T:H —> H es un operador acotado y existe un vector x € H, ||x|| = 1 tal que

(T™(x),x) = 0 paratodon > 1, entonces el subespacio cerrado (V T”(x)) ) T(V T"(x))es

de dimensidén uno.

Demostracion: Es claro que x € (V,55T™(x)) © T(V,E55T™(x)).

Sea y € (V,,55T™(x)) © T(V,,£5T™(x)), existe una red de polinomios P;(T)(x) - y, en norma.
Se tiene que (P;(T)(x), x) = P;(0){x,x) = P;(0) = (y, x).

Definamos los polinomiosQ; = P; — P;(0) (polinomios sin términos independientes).

Se tiene que Q;(T)(x) » ¥y — (y,x)x = w € T(V,;£5T™(x)) . Por lo tantoy = (y, x)x + w. De lo

que se deduce que w = 0. Es decir y = (y, x)x.
Se sigue el resultado:

Corolario 1: Sea T:H — H un operador acotado. Si A € Aglat(T) es un operador lleno y

casinilpotente, entonces T es un operador lleno.

Demostracion: Si T:H — H no es lleno, existe un vector unitariox € H,||x|| =1 tal que

(T™(x),x) =0 paratodon > 1.

Sea M = V,,£E5T™(x). Por el lema anterior

dlmm =dim(M 6 T(M)) = 1.

Como M, T(M) € lat(T), se tiene por hipétesis que M, T(M) € lat(A), lo que contradice el teorema
3.

El siguiente es nuestro principal resultado
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Teorema 4: Sea T: H — Hes un operador autoadjunto inyectivo, y K: H = H un operador de Riesz,
tal que K € Alglat(T) n {T}. Si K:H — H es lleno, entonces T: H — H es lleno.

Demostracion: Si T: H — H no es lleno, existe un vector unitario x € H tal que (T™(x),x) = 0 (para

todon > 1).
Sea M = V5T (x), se tiene quedim% = dim (M © T(M))=1.

Consideremos la siguiente familia Fr(M) = {N € lat(T): 0 € N & MconT(N) = N}. Estudiemos

dos casos para esta familia:
1 M) =0.
Consideremos el operador restringido K,;: M — M definido por K, (x) = K(x).

Veamos que K, es un operador casinilpotente. De lo contrario, existe a € ar(Kj,) Yy por lo tanto

N = ker(Ky — aly) # {0} es de dimension finita (por ser K,,un operador de Riesz).

Por ser T inyectivo, T o K = K o T 'y N de dimension finita, deducimos que T(N) = T(N) = N, luego

N € Fr(M), lo que es contradictorio.

2 Fr(M) # @. En este caso consideramos L = (Uyep, N) (subespacio cerrado generado

por los N € Fr).
Es claro que L € Fr(M) y es un elemento maximal de esta familia con respecto a la inclusion.

Se tiene que M = L@ (M © L). Como T es auto adjunto Lt € lat(T), de lo que se deduce que
M O L € lat(T).

Veamos que si {0} S NG MO L, N € lat(T), entonces T(N) € N. De lo contrario L@ N €
lat(TYyT(LAN)=T(L)BTIN) =T((L) ®T(N) =L D N lo que contradice la maximalidad
de L.

Se tiene por lo tanto que Tyg,: M © L - M © L es auto adjunto inyectivo, Kyg,:M ©O L > M ©
LesdeRieszllenoy Fyg, (MO L) =0.

Se aplica la primera parte para demostrar que Tyg,, €S un operador lleno y por lo tanto obtenemos

una contradiccion.

Fupncacion cuatrimestrdl. vOol. 9, NO 1, ENEro/ADril, AMNoO £uzu, £Cuaqgor (pP. o1-os) of



Edixo Rosales

Finalizamos este trabajo con dos importantes resultados. El primero es una generalizacion de un
teorema dado en (Bravo,1980), y el segundo un desarrollo exhaustivo de uno dado en
(Rosales, 2011).

Teorema 5: Sea T: H — H un operador acotado invertible y existen U: H — H operador unitario y
K:H — H operador compacto, tal que la perturbacion compacta U + K € Alglat(T)N{T}' es un
operador no escalary lleno, ||[U + K| =1yo(U) €S ={x € H: ||x|| = 1} . Si lat(T) es no trivial,

entonces lat (T)Nlat(T~1) es no trivial.

Demostracion: Si o,(U + K) # @, es claro que dado a € 0,(U+K),N =ker (U+K —al) €
lat (T)Nlat(T~*) con N # {0}, H.

Supondremos por lo tanto que o, (U + K) = @ y U es un operador unitario no escalar.
SiT:H — H no es lleno, existen M € lat(T), e, € T*(M),|le,|l = 1 tales que

T™"M = (e,) ® T"*M, (e,,) L T"*1(M), para todon > 0.

Por lo tanto

T(en) = aneni1 D Xpi2(Xniz € TH2(M) )(*)

(U + K)(en) = Bren @ Yns1(¥ ne1 € TH(M) )(**)

Se deduce de la igualdad (*) y del hecho de ser T invertible que cada a,f,,+1 = aAnfn = Bn =

Pn+1 = P paratodon > 0.
Vamos a demostrar que £ = 0.
Notemos que (((U + K) — BI)"™(e,),e;) = 0 paratodon > 0.
Es decir que (U + K) — BI es un operador no lleno.
Por otro lado:
(U + K)(e)lI? = lIBen @ ynsall> =
1+ 1K (e)lI* +(U(en), K(en)) + (K(en), U(en))

= 1B1% + llyn+all? 2 1812 (*).
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Como la familia {e,,} es ortonormal y K es un operador compacto, tenemos que K (e,) — 0 en norma
y por lo tanto ||K(e,) 1%, (U(e,), K (e,)),{K(e,),U(e,)) = 0. Pasando al limite en (*) obtenemos
que |8l < 1.

Si |B] <1, como (U + K) c o(A) (ver referencia (Halmos, 1982, problem 182)), tenemos
que B € p..(U + K) y por lo tanto se deduce que, lat((U + K) — B1))™Y) = lat(U + K) lo que dice
que el operador (U + K) — BI es lleno, lo que es una contradiccion. Esto dice que || = 1y como
IU + K[| = 1, luego (U + K)e,, = Be, paratodon > 0, lo que es nuevamente contradictorio, ya que

hemos supuesto que g, (U + K) = @.

Si Ues unitario escalar, luego existe y € C,|y| =1, tal que U =yI. Como (yI+K)oT =To
(yI+K) = KoT =ToK, se deduce por (Kubrusly,page 133) que, T tiene subespacios

hiperinvariantes y como T~ € {T}' el resultado se sigue.

Corolario 2: SeaT: H - H un operador acotado invertible y existen R: H — H operador acotado tal
que R € Alglat(T)N{T} es un operador no escalary (R + R*) > 0 compacto. Si lat(T) es no trivial,

entonces lat (T)Nlat(T~1) es no trivial.
Demostracion: Suponemos sin pérdida de generalidad que ||R|| < 1.

Sio,(R) # @y a € 0,(R) esclaro que N = ker (N — al) € lat (T)Nlat(T~"). Suponemos por lo
tanto que o,(R) = 0 .

Como ||R|| < 1, tenemos que —1 ¢ o(R) ya que r(T) = sup{|a|: a € a(T)}y por lo tanto podemos

definir el operador acotado A = (R —I) o (R + I)™1, el cual es claramente inyectivo.
Veamos que ||A]| < 1. En efecto:
IR=DoR+DNI*=NIR(R + DTN + IR + D™ )II* -

((R+RH(R+D7x), (R+D71(x))
< |[R(R + D1@)|” + IR + D L(®)|I?
+{(R+RI((R+D*®),R+D(x) =

I(R+1)o(R+ D 1(x)|? = ||x]|2, de lo que se deduce lo afirmado.

Por otro lado como (R + 1)~ = ¥ %,(—1)™ R™, se deduce que A € Alglat(T)N{T}"
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De un célculo directo se deduce que A= (R—1o(R+ DN =R -1 o (T} Z(-D"R™) =1 —
2(R+ D typorlotanto 1€ a(A)y A no puede ser un operador escalar. En efecto A — 1 =
—2(R + 1)~ (*) es un operador invertible. Por otro lado si A = al para algln a € C, se deduce que

(R+D 1= %I (**). Usando (*) y (**) deduciriamos que R es realmente un operador escalar,

lo que contradice la hip6tesis del corolario 2.

Usando el hecho de que I —A*A=1—(—-2R+DHU-2R*+DH)=2(R*+ D YR+
R*)(R+ )"t =1 — AA* llegamos a que el operador I — A*A es compacto y que AA* = A*A, es decir

A es un operador normal.

Como A es inyectivo y normal, tenemos que ker(A4) = ker(A*) = {0}, deducimos que R(A) =
ker(A*)* = H, luego por la descomposicion polar de A4, existe un operador unitario U tal que A =

UVA*A . Setiene que [ — A*A = (I — VA*A)(I + VA*A) es compacto

Probemos que ||A|| = 1. En efecto, si [|A]l < 1, se tiene que ||vVA*A

| = JIIA4*A[l = ||All < 1,y por

lo tanto se deduce que, los operadores I —vVA*A, I ++VA*A son invertibles, lo que contradice la

compacidad de I — A™A.

Veamos que I +VA*A es acotado por abajo, en efecto

1 +VED@||” = Ix]12+]| (VA @) + 2((A4*A) (x), x) = [Ix]l>.  Como I +A%A es auto

adjunto, se concluye que I + v A*A es un operador invertible.

De los razonamientos previos obtenemos que (I —+VA*A) es un operador compacto, luego podemos

escribir A = U + U(NVA*A — 1) = U + K con U unitario y K = U(VA*A — I') compacto.
Sio,(U +K) # @, esclaro que existe N € lat (T)Nlat(T~1),con N # {0}, H.

De lo contrario (A) & S . Sélo falta demostrar que Aes un operador lleno. Por Sarason tenemos que

lat(A— 1)1 = lat(A™1) = lat (A), lo que asegura lo afirmado. Se termina aplicando el teorema 5.
3. COMENTARIOS FINALES
Nuestro resultado principal es un caso particular de un problema que enseguida anunciaremos:

Sea T:H — Hes un operador acotado por abajo, y K: H — H un operador de Riesz, tal que K €
Alglat(T) n{T}. SiK:H — H eslleno, entonces T: H — H es lleno.
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Realmente el teorema anterior se puede estudiar para operadores acotados sobre espacios de Banach
uniformemente convexos y es lo que ocupa parte de nuestras actuales investigaciones. EIl problema

ha sido estudiado parcialmente por el profesor Wilson Pacheco (Pacheco,2013).
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