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RESUMEN

En este trabajo X es un espacio de Banach y B(X) denota los operadores acotados. Si T € B(X), por lat(T) entenderemos
los subespacios invariantes por T. Se dice que T es lleno, si T(M) = M, paratodo M € lat(T) (la barra indica la clausura
en la topologia inducida por la norma). Se prueba principalmente el siguiente resultado: Sean X un espacio de Banach y
T € B(X) acotado por abajo. Sea K € Alglat(T) n{T}" un operador de Riesz. Si K es lleno, entonces T es lleno. Aqui
Alglat(T) = {S € B(X):M € lat(T) = M € lat(S)} y{T}Y ={S € B(X):SoT =T o S}.

Palabras clave: Operador lleno, operador de Riesz, operador acotado por abajo.

RIESZ OPERATORS IN Alglat(T) n {T}

ABSTRACT

In this work X is a Banach space and B(X) denotes the bounded operators. If T € B(X), for lat(T) we will understand
the invariant subspaces for T. An operator T is full, if T(M) = M, for all M € latT (the bar indicates the closure in the
topology induced by the norm). The following result is true: Let X be a Banach space, T € B(X) a bounded below
operator and K € Alglat(T) n{T} aRiesz operator: If K is a full operator, then T is a full operator. Here Alglat(T) =
{S€BX):M € lat(T) = M € lat(S)} and {T} ={S € B(X):SoT =ToS}.

Keywords: full operator, Riesz operator, bounded below operator.

OPERADORES DE RIESZ EM Alglat(T) n {T}

RESUMO

As Neste trabalho, X é um espaco de Banach e B (X) indica os operadores limitados. Se T eB (X), por lat (T), entenderemos
0s subespagos invariantes por T. Diz-se que T é cheio, se T(M) = M, paratodo M € lat (T) (abarra indica o fechamento
na topologia padrdo). O seguinte resultado é comprovado principalmente: Seja X um espaco de Banach e T € B (X)
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delimitado por baixo. Seja K € Alglat (T) n {T}'um operador Riesz. Se K estiver cheio, T estara cheio. Assim:
Alglat (T) = {SeBX):Melat(T) = Melat(S)}e{T}' = {SEB(X):SoT =TS}

Palavras chave: operador completo, operador Riesz, operador limitado abaixo.

Citacion sugerida: Rosales, E. (2021). Operadores de Riesz en el Alglat(T)N{T}'. Revista Bases de la Ciencia, 6(1), 33-
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OPERADORES DE RIESZ EN EL Alglat(T)N{T}'
1. INTRODUCCION

Jaime Bravo en su tesis doctoral (Bravo, 1980), caracteriza operadores llenos, a partir de la propiedad
de ser lleno un operador compacto en su algebra débil generada. Posteriormente, algunos de sus
estudiantes de postgrado, abordaron el caso para operadores llenos casi nilpotentes en su algebra débil
generada. Es conocido que la suma de un operador compacto, mas uno casi nilpotente, es un operador
de Riesz, realmente en un espacio de Hilbert separable, todos los operadores de Riesz se escriben de
esta manera (Dowson, 1978). El paso natural era considerar en el lgebra débil un operador de Riesz
y tratar de concluir la misma respuesta de los dos casos anteriores. Wilson Pacheco en (Pacheco,
2007) demuestra que, si en el algebra débil generada por un operador unitario, existe un operador de
Riesz lleno, entonces el operador es lleno; lo cual da una respuesta parcial al problema propuesto para
operadores inyectivos en general. Este trabajo retoma el estudio de operadores llenos, pero a la luz

de operadores en espacios de Banach y presenta algunas generalizaciones del tema.

Suponemos que el lector estd familiarizado con los conceptos basicos del analisis funcional. Sin
embargo, es pertinente sefialar que (Kreiyszig, 1978) es un texto basico fundamental para conocer del
tema. En (Rosales, 2016) se presentan resultados sobre operadores llenos que podrian servir de ayuda,
al igual que nuestros preliminares. Los operadores de Riesz pueden ser estudiados en (Dowson, 1978).

2. MATERIALES Y METODOS

Para nosotros, X es un espacio de Banach complejo y X* su espacio dual. Por B(X) denotamos el
espacio de los operadores lineales acotados. Un subespacio M de X es siempre entendido como
cerrado, con respecto a la topologia de la norma. Un subespacio M se llama invariante paraT € B (X)),

siTM < M. Por lat(T) entendemos, la familia de todos los subespacios invariantes para T.

UnT € B(X) se dice que es lleno (o regular),siTM = M (VY M € latT), donde la barra denota la
clausura en la topologia de la norma. Diremos que un operador A € Alglat(T), sidado M € lat(T),

entonces M € lat(A). De igual manera, un operador A € {T}',siT o A=AoT.

SiT € B(X), pora(T) ={2 € C:T — Al no esinvertible} definimos el espectro del operador. Un
subconjunto importante del espectro o (T), es el espectro puntual o, (T) = {1 € C:ker (T — Al #

{0}}. Un21 € a,,(T), se le llama valor propio del operador T.

Al subconjunto de los nameros complejos p(T) = C — 0,(T) se le denomina la resolvente del

operador T. En la resolvente p(T), consideramos su subconjunto p.(T), que es la componente

conexa no acotada de la resolvente.
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SiT €B(X)yM € latT, consideramos X = X/M y T € B(X), donde T(x + M) = T(x) + M.

Recordemos que X /M es el espacio de Banach cociente y escribiremos la clase x + M = X.

Si K € B(X), cumple que, dada una sucesion acotada {x, },cy € X, existen y € X, una subsucesion

{xnk}keN, tales K (xy,, ) uy, diremos que K es un operador compacto. Una clase mas general de
operadores, la constituyen los operadores de Riesz. Un K € B(X) esun operador de Riesz, si cumple
las propiedades: (1) SiA € C,A # 0, entonces ker (T — AI)™ (V n =1), es de dimension finita. (2)
SideC,A+0,entonces (T —AD™(X) (Vn=1),escerrado (3) SiA€C yexiste {A,}neny C
0,(T), una sucesion infinitay A, — A, entonces 1 = 0. Como antes habiamos afirmado, todo
operador compacto K es de Riesz. Un A € B(X) se dice casi nilpotente, si a(4) = {0}. Es conocido

que la K + A es de Riesz, V K compacto, V A casi nilpotente.
Enunciamos algunos resultados, importantes para el desarrollo de la investigacion:

Teorema 1. Sea X un espacio de Banachy T € B(X). Si Tno es lleno, entonces existen, un
vectornonulox € Xy f € X* talesque f(x) = 1y f(T"(x)) =0,vn > 1.

Demostracion. Si T no es lleno, existe M € latT , tal que T(M) & M. Por el teorema de Hahn-
Banach, podemos encontrar x € M,f € X*, tales que f(x) = 1y f(T(M)) ={0}. Como

T™(x) € M,V n = 1, se deduce lo afirmado.

Teorema 2. (Sarason) Sean T € B(X), p(T) laresolvente de Ty p,, SUCOmMponente conexa nNo

acotada. Se cumplen:

(1) Si A,y 4, pertenecen a la misma componente conexa de p(T), entonces lat(T — A,1) ~1 =
lat(T — A, 1

(2) Si A € po, , entonces lat(T — AI)~! = lat(T)

Demostracion. Ver (Bravo, 1980).

Teorema 3.Si T € B(X) es de Riesz, entonces T € B(X) es de Riesz.
Demostracion. Ver (Aiena, 2004).m

Finalizamos esta seccion diciendo que T € B(X) es acotado por abajo, si existe una constante r >
0, tal que rlx|l < IT)II, V x € X.

Todo operador T acotado por abajo es inyectivo y particularmente importante, cumple que T(M) =

1l
T(M),Vv M € lat(T). En efecto, sea T(x,) —vy, x, € M. Sabemos que 7||x, — x| <
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IIT (x,, — x,) |l = 0, por lo tanto {x,},ey €s de Cauchy en X. Se deduce que, existe x € X con

I
x, — x. Esto asegura que T(x) = y.

3. OPERADORES DE RIESZ EN EL Alglat(T) n{T}'

Comenzamos esta seccion con dos lemas elementales, pero decisivos en la demostracion del resultado

fundamental de este trabajo.

Lemal . SeanT € B(X)y M,N subespacios de X, talesque M € lat(T), Mc NyT(M) = M.

SiT(N) =N, entonces T(N) = N.

Demostracion. Sea x € N, luego ¥ = lirr}rT" (W), w, EN.Sie,—0, ¢ >0, existen z,, € M,
n—->+0oo

tal que ||[T(wy,) + zn, — x|| < 62—" Por otro lado, existe 7, € M con ||T(r,) — zp, || < Ez_k Se

deduce que ||[T(wn, + 1) — x|| < |T(Wn,) + zn, — x|| + |T () — 20, || € € = x € T(N) ya
que wy, + 1y, € N. Esto dice que N c T(N) . Note que T(2) =2 (z € N), luego T(x) € M +
N c N. EsdecirT(N) c N.

Lema2. SeanT € B(X)y M € lat(T) con T(M) =M. Si T es un operador lleno, entonces
T € B(X/M) es un operador lleno.

Demostracion. Sea W € lat(T), luego W = N, con N € lat(T),M c N. Como T es lleno, tenemos

que T(N) =N. Si X€ N, entonces x = lim Tw,), w,EN= 2= lim T(w;,) = %€
n—>+oo

n—-+oo

T(N). Esdecir

N c T(N). Como T(N) c N, se deduce el resultado.

El siguiente resultado fue publicado inicialmente en (Karanasios, 1984) y es fundamental para el

desarrollo de esta investigacion.

Teorema 4. Sean X un espacio de Banach y T € B(X) un operador casi nilpotente y lleno. Si
M, N € lat con M < N, entonces dimN /M + 1.

Demostracion. Si dimN/M + 1, entonces N = [x] @ M (x € N — M).
Por el teorema de Hahn-Banach, existe f € X* con ||f]| = 1, tal que f(x) # 0.

Nosotros tenemos que T(x) = a - x + y (y € M). Se sigue de lo anterior que (T — al)(N) c M.

Sia=0,T(N) c N,entonces T(N) = N c M, lo que es contradictorio.
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Asumimos por lo tanto que a # 0.Enestecaso T"(x) = a™ - x + y, (y, EN) = f(T"(x)) =qm

O = |f(Th)| = lal®f ()] = |al _sz/;w 0. Esto dice que a =0, lo que es

contradictorio.
El siguiente resultado sera de utilidad para caracterizar operadores llenos.

Lema 3. Sean X un espacio de Banach y T € B(X). Si x€ X, f e X" tal que f(x) =
1, f(T"(x)) =0,yn=1yM =V, T"(x) el subespacio cerrado generado por las potencias
T"(x); entonces dimM /T(M) = 1.

Demostracion. Es claro que x + T(M) =+ 0, por lo tanto dlmﬁ > 1.

[
Ahora consideremos w + T(M) # 0, y una red de polinomios P;(Z), tales que P;(T)(x) — w =

f(Pa(T)(x)) = Pa(0) > f(w).

Si 0 (Z) = P; — P4(0), entonces Qu(T)(x) € T(M) =

lim Qq(T) (x) € T(M).

Como w — f(w)x = lim Qq(T)(x), se sigue que w + T(M) = f(w)(x +T(M)), lo que asegura el
resultado.

Del resultado previo se deduce:

Teorema 5. Sean X un espacio de Banachy T € B(X). Si K € Alglat(T) es un operador casi

nilpotente lleno, entonces T es lleno.

Demostracion. Si T no es lleno, existen x € X, f € X*, tal que
f) =1, f(T"(x))=0,vn=1ysi M =V;}ZT"(x), entonces
dimM/T(M) = 1.

Por otro lado M, T (M) € lat(K), luego por el teorema 4, deducimos que dimM /T (M) # 1, lo que

es contradictorio.

El siguiente resultado generaliza el anterior, con ciertas limitaciones en sus hipétesis y para

operadores de Riesz, y es nuestro principal resultado.
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Teorema 6. Sean X un espacio de Banachy T € B(X) acotado por abajo. Sea K € Alglat(T) n

{T} un operador de Riesz. Si Kes lleno, entonces T es lleno.

Demostracion. Supongamos que Tno es lleno, entonces existe un M € latT ,tal que T(M) & M.
Suponemos, transitoriamente, que T es simplemente inyectivo.

Sea F ={N € lat(T):{0} € N € M, T(N) = N}

Estudiemos dos casos para esta familia F.

(LOF=09.

Si K|M , entonces K|M € B(M) es de Rieszy K|M € Alglat(T|M) n{T|M}'.

Si o(K|M) = {0}, deducimos por el teorema 5 que T|M es lleno, lo que es contradictorio. Por lo
tanto, existe 1 € o(K|M) — {0}. Sea

M, = Ker((K|M) — AI) € lat(T|M) es finito-dimensional Como T es inyectivo, tenemos

que T(M;) = M;. Esto contradice que F = @. Esto prueba que Tes lleno.
2.F 0.

Sea el subespacio cerrado generado por los N € F que denotamos mediante L = [N:N € F]. Es

claroque L€ Fysi N € F,entonces N c L.

Consideramos ahora X = X /L y los operadores T, K € B(X). Por el lema 2, sabemos que K es lleno.

Es facil probar que K € Alglat(T) n {T}'.

Demostremos que el operador T es inyectivo. En efecto, si T(%) = 0, entonces T(x) € L = T(L)

(ya que T es acotada por abajo). Es decir T(x) = T(y), luego x = y € L. Por el lema 1, deducimos

que (T)(M) ¢ M .
Probemos que no existe W € lat(T), tal que (T)(W) =W, con{0} & W & M.

En efecto, W = N con N subespacio cerrado con L & N < M. Como (T)(N ) = N, deducimos que

T(N) = N, lo que contradice la mé&ximalidad de L. Siguiendo los mismos argumentos de la primera

parte llegaremos a una contradiccion.

Publicacion Cuatrimestral. Vol. 6, No 1, Enero/Abril, Ecuador (p. 49-56) 55



Edixo Rosales

4. REFERENCIA

Aiena, P. (2004). Fredholm and Local Spectral Theory, with Applications to Multipliers. Kluwer Acad. Publishers.
Dordrecht.

Bravo, J. (1980). Relations between latT; latT~(-1); latT*2 and operators with compact imaginary parts. Ph. D.
Dissertation. University of California, Berkeley.

Dowson, H. R. (1978). Spectral Theory of Linear Operator. Academic Press. New York.

Karanasios, S. (1984). Full operators and approximations of inverses. ournal of the London Mathematical Society, s2-30:
295-304. https://doi.org/10.1112/jIms/s2-30.2.295

Kreyszig, E. (1978). Introductory Functional Analysis with Applications. John Wiley & Sons. London.

Pacheco, W. (2007). Operadores Llenos. Trabajo de ascenso para optar a la categoria de profesor titular. Facultad
Experimental de Ciencias. Universidad del Zulia. Maracaibo.

Rosales, E. (2016). Regularidad de Operadores y Aplicaciones. Editorial Académica Espafiola. Barcelona.

Contribucién de autores

Autor Contribucion
Edixo Rosales Concepcion y disefio, redaccion del articulo y revision del documento.
56 ISNN 2588-0764 REVISTA BASES

DE LA CIENCIA


https://doi.org/10.1112/jlms/s2-30.2.295

