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RESUMEN 

En este trabajo  𝑋 es un espacio de Banach y 𝐵(𝑋) denota los operadores acotados. Si 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋), por 𝑙𝑎𝑡(𝑇) entenderemos 

los subespacios invariantes por 𝑇.  Se dice que 𝑇 es lleno, si 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀, para todo 𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇) (la barra indica la clausura 

en la topología inducida por la norma).  Se prueba principalmente el siguiente resultado: Sean 𝑋 un espacio de Banach y 

𝑇 ∈ 𝐵(𝑋) acotado por abajo. Sea 𝐾 ∈ 𝐴𝑙𝑔𝑙𝑎𝑡(𝑇) ∩ {𝑇}′  un operador de Riesz. Si K es lleno, entonces 𝑇 es lleno. Aquí  

 𝐴𝑙𝑔𝑙𝑎𝑡(𝑇) = {𝑆 ∈ 𝐵(𝑋):𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇) ⟾ 𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑆)} y {𝑇}′ = {𝑆 ∈ 𝐵(𝑋): 𝑆 ∘ 𝑇 = 𝑇 ∘ 𝑆}. 
 

Palabras clave: Operador lleno, operador de Riesz, operador acotado por abajo. 

 

RIESZ OPERATORS IN 𝑨𝒍𝒈𝒍𝒂𝒕(𝑻) ∩ {𝑻}′ 

 

ABSTRACT 

In this work 𝑋 is a Banach space and 𝐵(𝑋) denotes the bounded operators. If T ∈ B(X), for 𝑙𝑎𝑡(𝑇) we will understand 

the invariant subspaces for 𝑇. An operator 𝑇 is full, if  𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑀, for all 𝑀 ∈  𝑙𝑎𝑡𝑇 (the bar indicates the closure in the 

topology induced by the norm). The following result is true:  Let 𝑋  be a Banach space, 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋) a bounded below 

operator and 𝐾 ∈ 𝐴𝑙𝑔𝑙𝑎𝑡(𝑇) ∩ {𝑇}′  a Riesz operator: If K is a full operator, then T is a full operator. Here 𝐴𝑙𝑔𝑙𝑎𝑡(𝑇) =
{𝑆 ∈ 𝐵(𝑋):𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇) ⟾ 𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑆)}  and   {𝑇}′ = {𝑆 ∈ 𝐵(𝑋): 𝑆 ∘ 𝑇 = 𝑇 ∘ 𝑆}. 
 

Keywords: full operator, Riesz operator, bounded below operator. 

 

OPERADORES DE RIESZ EM 𝑨𝒍𝒈𝒍𝒂𝒕(𝑻) ∩ {𝑻}′ 

 

RESUMO 

As Neste trabalho, X é um espaço de Banach e B (X) indica os operadores limitados. Se T∈B (X), por lat (T), entenderemos 

os subespaços invariantes por T. Diz-se que T  é cheio, se 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =  𝑀, para todo 𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡 (𝑇) (a barra indica o fechamento 

na topologia padrão). O seguinte resultado é comprovado principalmente: Seja 𝑋 um espaço de Banach e 𝑇 ∈ 𝐵 (𝑋) 
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delimitado  por baixo. Seja 𝐾 ∈ 𝐴𝑙𝑔𝑙𝑎𝑡 (𝑇)  ∩  {𝑇} ′um operador Riesz. Se 𝐾 estiver cheio, 𝑇 estará cheio. Assim: 

𝐴𝑙𝑔𝑙𝑎𝑡 (𝑇)  =  {𝑆 ∈ 𝐵 (𝑋): 𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡 (𝑇)  ⟾ 𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡 (𝑆)} 𝑒 {𝑇} ′ =  {𝑆 ∈ 𝐵 (𝑋): 𝑆 ∘ 𝑇 =  𝑇 ∘ 𝑆 }. 
 

Palavras chave: operador completo, operador Riesz, operador limitado abaixo. 
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1. INTRODUCCIÓN 

Jaime Bravo en su tesis doctoral (Bravo, 1980), caracteriza operadores llenos, a partir de la propiedad 

de ser lleno un operador compacto en su álgebra débil generada. Posteriormente, algunos de sus 

estudiantes de postgrado, abordaron el caso para operadores llenos casi nilpotentes en su álgebra débil 

generada.  Es conocido que la suma de un operador compacto, más uno casi nilpotente, es un operador 

de Riesz, realmente en un espacio de Hilbert separable, todos los operadores de Riesz se escriben de 

esta manera (Dowson, 1978). El paso natural era considerar en el álgebra débil un operador de Riesz 

y tratar de concluir la misma respuesta de los dos casos anteriores. Wilson Pacheco en (Pacheco, 

2007) demuestra que, si en el álgebra débil generada por un operador unitario, existe un operador de 

Riesz lleno, entonces el operador es lleno; lo cual da una respuesta parcial al problema propuesto para 

operadores inyectivos en general. Este trabajo retoma el estudio de operadores llenos, pero a la luz 

de operadores en espacios de Banach y presenta algunas generalizaciones del tema.  

Suponemos que el lector está familiarizado con los conceptos básicos del análisis funcional. Sin 

embargo, es pertinente señalar que (Kreiyszig, 1978) es un texto básico fundamental para conocer del 

tema. En (Rosales, 2016) se presentan resultados sobre operadores llenos que podrían servir de ayuda, 

al igual que nuestros preliminares. Los operadores de Riesz pueden ser estudiados en (Dowson, 1978). 

 

2. MATERIALES Y MÉTODOS 

Para nosotros,  𝑋 es un espacio de Banach complejo y 𝑋∗ su espacio dual.  Por 𝐵(𝑋) denotamos el 

espacio de los operadores lineales acotados. Un subespacio 𝑀 de 𝑋 es siempre entendido como 

cerrado, con respecto a la topología de la norma. Un subespacio 𝑀 se llama invariante para 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋), 

si 𝑇𝑀 ⊂ 𝑀. Por 𝑙𝑎𝑡(𝑇) entendemos, la familia de todos los subespacios invariantes para  𝑇. 

Un 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋) se dice que es lleno (o regular), si 𝑇𝑀̅̅̅̅̅  =  𝑀 (∀ 𝑀 ∈  𝑙𝑎𝑡𝑇), donde la barra denota la 

clausura en la topología de la norma.  Diremos que un operador  𝐴 ∈ 𝐴𝑙𝑔𝑙𝑎𝑡(𝑇), si dado 𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇), 

entonces 𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝐴). De igual manera, un operador 𝐴 ∈ {𝑇}′, si 𝑇 ∘ 𝐴 = 𝐴 ∘ 𝑇.   

Si 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋),  por 𝜎(𝑇) = {𝜆 ∈ 𝐶: 𝑇 − 𝜆𝐼  no es invertible}  definimos el espectro del operador. Un 

subconjunto importante del espectro 𝜎(𝑇), es el espectro puntual 𝜎𝑝(𝑇) = {𝜆 ∈ 𝐶: ker (𝑇 − 𝜆𝐼) ≠

{0}}.  Un 𝜆 ∈ 𝜎𝑝(𝑇), se le llama valor propio del operador 𝑇. 

Al subconjunto de los números complejos 𝜌(𝑇) = 𝐶 − 𝜎𝑝(𝑇) se le denomina la resolvente del 

operador 𝑇. En la resolvente 𝜌(𝑇), consideramos su subconjunto 𝜌∞(𝑇), que es la componente 

conexa no acotada de la resolvente. 
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Si 𝑇 ∈ 𝐵(𝑋) y 𝑀 ∈  𝑙𝑎𝑡𝑇, consideramos  𝑋̂ = 𝑋/𝑀  y 𝑇̂ ∈ 𝐵(𝑋̂), donde 𝑇̂(𝑥 + 𝑀) = 𝑇(𝑥) + 𝑀.  

Recordemos que 𝑋/𝑀 es el espacio de Banach cociente y escribiremos la clase 𝑥 +𝑀 = 𝑥̂. 

Si 𝐾 ∈ 𝐵(𝑋), cumple que, dada una sucesión acotada {𝑥𝑛}𝑛∈𝑁 ⊂ 𝑋, existen 𝑦 ∈ 𝑋, una subsucesión 

{𝑥𝑛𝑘}𝑘∈𝑁, tales 𝐾(𝑥𝑛𝑘)
‖ ‖
→  𝑦,   diremos que 𝐾 es un operador compacto. Una clase más general de 

operadores, la constituyen los operadores de Riesz.  Un  𝐾 ∈ 𝐵(𝑋) es un operador de Riesz, si cumple 

las propiedades: (1)  Si 𝜆 ∈ 𝐶, 𝜆 ≠ 0, entonces ker (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛 ( ∀ 𝑛 ≥1), es de dimensión finita. (2)  

Si 𝜆 ∈ 𝐶, 𝜆 ≠ 0, entonces (𝑇 − 𝜆𝐼)𝑛(𝑋) ( ∀ 𝑛 ≥ 1), es cerrado  (3)  Si 𝜆 ∈ 𝐶  y existe    {𝜆𝑛}𝑛∈𝑁  ⊂

𝜎𝑝(𝑇),  una sucesión infinita y  𝜆𝑛 → 𝜆, entonces    𝜆 = 0.  Como antes habíamos afirmado, todo 

operador compacto 𝐾 es de Riesz. Un 𝐴 ∈ 𝐵(𝑋) se dice casi nilpotente, si 𝜎(𝐴) = {0}. Es conocido 

que la 𝐾 + 𝐴 es de Riesz, ∀ 𝐾 compacto,  ∀ 𝐴 casi nilpotente. 

Enunciamos algunos resultados, importantes para el desarrollo de la investigación: 

Teorema 1.  Sea 𝑿 un espacio de Banach y 𝑻 ∈  𝑩(𝑿). Si 𝑻no es lleno, entonces existen, un 

vector no nulo 𝒙 ∈  𝑿 y 𝒇 ∈ 𝑿∗, tales que 𝒇(𝒙)  =  𝟏 y 𝒇(𝑻𝒏(𝒙)) = 𝟎, ∀ 𝒏 ≥ 𝟏. 

Demostración. Si 𝑇 no es lleno, existe 𝑀 ∈  𝑙𝑎𝑡𝑇 , tal que 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊊ 𝑀. Por el teorema de Hahn-

Banach, podemos encontrar   𝑥 ∈  𝑀, 𝑓 ∈ 𝑋∗, tales que 𝑓(𝑥)  =  1 𝑦 𝑓(𝑇(𝑀))  = {0} .  Como 

𝑇𝑛(𝑥) ∈ 𝑀, ∀ 𝑛 ≥ 1, se deduce lo afirmado. 

Teorema 2. (Sarason) Sean 𝑻 ∈  𝑩(𝑿), 𝝆(𝑻)  la resolvente de 𝑻 y 𝝆∞ su componente conexa no 

acotada.  Se cumplen: 

(1) Si 𝝀𝟏 y  𝝀𝟎 pertenecen a la misma componente conexa de 𝝆(𝑻), entonces 𝒍𝒂𝒕(𝑻 − 𝝀𝟏𝑰) 
−𝟏 =

𝒍𝒂𝒕(𝑻 − 𝝀𝟎𝑰) 
−𝟏 

(2) Si 𝝀 ∈ 𝝆∞ , entonces 𝒍𝒂𝒕(𝑻 − 𝝀𝑰)−𝟏 = 𝒍𝒂𝒕(𝑻) 

Demostración. Ver (Bravo, 1980). 

Teorema 3. Si  𝑻 ∈  𝑩(𝑿)  es de Riesz, entonces 𝑻̂ ∈ 𝑩(𝑿̂) es de Riesz. 

Demostración. Ver (Aiena, 2004).∎ 

Finalizamos esta sección diciendo que 𝑇 ∈  𝐵(𝑋) es acotado por abajo, si existe una constante 𝑟 >

0, tal que 𝑟‖𝑥‖ ≤ ‖𝑇(𝑥)‖, ∀ 𝑥 ∈ 𝑋. 

Todo operador 𝑇 acotado por abajo es inyectivo y particularmente importante, cumple que 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =

𝑇(𝑀), ∀ 𝑀 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇).  En efecto, sea 𝑇(𝑥𝑛)
‖ ‖
→  𝑦 ,   𝑥𝑛 ∈ 𝑀.  Sabemos que 𝑟‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ ≤
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‖𝑇(𝑥𝑛 − 𝑥𝑚)‖ → 0, por lo tanto {𝑥𝑛}𝑛∈𝑁 es de Cauchy en 𝑋.  Se deduce que, existe 𝑥 ∈ 𝑋 con 

 𝑥𝑛
‖ ‖
→  𝑥.  Esto asegura que 𝑇(𝑥) = 𝑦. 

 

3. OPERADORES DE RIESZ EN EL 𝑨𝒍𝒈𝒍𝒂𝒕(𝑻) ∩ {𝑻}′ 

Comenzamos esta sección con dos lemas elementales, pero decisivos en la demostración del resultado 

fundamental de este trabajo. 

Lema 1. Sean 𝑻 ∈  𝑩(𝑿) y  𝑴,𝑵 subespacios de 𝑿, tales que 𝑴 ∈ 𝒍𝒂𝒕(𝑻), 𝑴 ⊂ 𝑵 y 𝑻(𝑴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑴.  

Si 𝑻̂(𝑵̂)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑵̂ , entonces   𝑻(𝑵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑵. 

Demostración. Sea 𝑥 ∈  𝑁, luego 𝑥̂ =  lim𝑇̂
𝑛→+∞

(𝑤𝑛̂),   𝑤𝑛 ∈ 𝑁. Si 𝜖𝑘 → 0,   𝜖𝑘 > 0, existen 𝑧𝑛𝑘 ∈ 𝑀, 

tal que ‖𝑇(𝑤𝑛𝑘) + 𝑧𝑛𝑘 − 𝑥‖ ≤  
𝜖𝑘

2
. Por otro lado, existe 𝑟𝑛𝑘 ∈ 𝑀 con ‖𝑇(𝑟𝑛𝑘) − 𝑧𝑛𝑘‖ ≤  

𝜖𝑘

2
.  Se 

deduce que  ‖𝑇(𝑤𝑛𝑘 + 𝑟𝑛𝑘) − 𝑥‖ ≤ ‖𝑇(𝑤𝑛𝑘) + 𝑧𝑛𝑘 − 𝑥‖ + ‖𝑇(𝑟𝑛𝑘) − 𝑧𝑛𝑘‖ ≤  𝜖𝑘⟾ 𝑥 ∈ 𝑇(𝑁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑦a 

que 𝑤𝑛𝑘 + 𝑟𝑛𝑘 ∈ 𝑁. Esto dice que 𝑁 ⊂ 𝑇(𝑁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ . Note que   𝑇̂(𝑥̂) = 𝑧 ̂ (𝑧 ∈ 𝑁), luego  𝑇(𝑥) ∈ 𝑀 +

𝑁 ⊂ 𝑁.  Es decir 𝑇(𝑁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊂ 𝑁. 

Lema 2. Sean 𝑻 ∈  𝑩(𝑿) y   𝑴 ∈ 𝒍𝒂𝒕(𝑻) con  𝑻(𝑴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑴. Si 𝑻 es un operador lleno, entonces 

𝑻̂ ∈ 𝑩(𝑿/𝑴)  es un operador lleno. 

Demostración. Sea 𝑊 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇̂), luego 𝑊 = 𝑁, con 𝑁 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇),𝑀 ⊂ 𝑁.  Como 𝑇 es lleno, tenemos 

que 𝑇(𝑁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑁.  Si x ∈ 𝑁, entonces 𝑥 = lim
𝑛→+∞

𝑇(𝑤𝑛),   𝑤𝑛 ∈ 𝑁 ⟾ 𝑥̂ = lim
𝑛→+∞

𝑇̂(𝑤𝑛̂) ⟾   𝑥̂ ∈

𝑇̂(𝑁̅̅ ̅̅ ̅̅ ).  Es decir  

𝑁 ⊂ 𝑇̂(𝑁̂̅̅ ̅̅ ̅̅ ).  Como  𝑇̂(𝑁̂) ⊂ 𝑁, se deduce el resultado. 

El siguiente resultado fue publicado inicialmente en (Karanasios, 1984) y es fundamental para el 

desarrollo de esta investigación. 

Teorema 4. Sean 𝑿 un espacio de Banach y 𝑻 ∈ 𝑩(𝑿) un operador casi nilpotente y lleno. Si 

𝑴,𝑵 ∈ 𝒍𝒂𝒕  con 𝑴 ⊊ 𝑵, entonces 𝒅𝒊𝒎𝑵/𝑴 ≠ 𝟏.   

Demostración. Si 𝒅𝑖𝑚𝑁/𝑀 ≠ 1, entonces 𝑁 = [𝑥] ⊕𝑀 (𝑥 ∈ 𝑁 −𝑀). 

Por el teorema de Hahn-Banach, existe 𝑓 ∈ 𝑋∗ con ‖𝑓‖ = 1, tal que 𝑓(𝑥) ≠ 0. 

Nosotros tenemos que 𝑇(𝑥) = 𝛼 ∙ 𝑥 + 𝑦 ( 𝑦 ∈ 𝑀). Se sigue de lo anterior que (𝑇 − 𝛼𝐼)(𝑁) ⊂ 𝑀. 

Si 𝛼 = 0, 𝑇(𝑁) ⊂ 𝑁, entonces  𝑇(𝑁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑁 ⊂ 𝑀, lo que es contradictorio. 
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Asumimos por lo tanto que 𝛼 ≠ 0. En este caso 𝑇𝑛(𝑥) = 𝛼𝑛 ∙ 𝑥 + 𝑦𝑛 (𝑦𝑛 ∈ 𝑁) ⟾ 𝑓(𝑇𝑛(𝑥)) = 𝛼𝑛 ∙

𝑓(𝑥) ⟾ |𝑓(𝑇𝑛(𝑥))| = |𝛼|𝑛|𝑓(𝑥)| ⟾ |𝛼| ≤
√‖𝑥‖
𝑛

∙ √‖𝑇‖𝑛
𝑛

√|𝑓(𝑥)|
𝑛 → 0.  Esto dice que 𝛼 = 0, lo que es 

contradictorio. 

El siguiente resultado será de utilidad para caracterizar operadores llenos. 

Lema 3. Sean 𝑿 un espacio de Banach y 𝑻 ∈ 𝑩(𝑿).  Si 𝒙 ∈ 𝑿, 𝒇 ∈ 𝑿∗, tal que 𝒇(𝒙) =

𝟏,   𝒇(𝑻𝒏(𝒙)) = 𝟎, ∀ 𝒏 ≥ 𝟏 y 𝑴 = ⋁ 𝑻𝒏(𝒙)+∞
𝒏=𝟎  el subespacio cerrado generado por las potencias 

𝑻𝒏(𝒙); entonces 𝒅𝒊𝒎𝑴/𝑻(𝑴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝟏. 

Demostración.  Es claro que 𝑥 + 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≠ 0, por lo tanto 𝑑𝑖𝑚
𝑀

𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≥ 1.  

Ahora consideremos  𝑤 + 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≠ 0, y una red de polinomios 𝑃𝑑(𝑍), tales que 𝑃𝑑(𝑇)(𝑥)
‖ ‖
→  𝑤 ⟾

𝑓(𝑃𝑑(𝑇)(𝑥)) = 𝑃𝑑(0) → 𝑓(𝑤). 

Si  𝑄𝑑(𝑍) = 𝑃𝑑 − 𝑃𝑑(0), entonces 𝑄𝑑(𝑇)(𝑥) ∈ 𝑇(𝑀) ⟾ 

lim
𝑑
𝑄𝑑(𝑇)(𝑥) ∈ 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.  

Como 𝑤 − 𝑓(𝑤)𝑥 = lim
𝑑
𝑄𝑑(𝑇)(𝑥), se sigue que 𝑤 + 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑓(𝑤)(𝑥 + 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅),  lo que asegura el 

resultado. 

Del resultado previo se deduce: 

Teorema 5. Sean 𝑿 un espacio de Banach y 𝑻 ∈ 𝑩(𝑿). Si 𝑲 ∈ 𝑨𝒍𝒈𝒍𝒂𝒕(𝑻) es un operador casi 

nilpotente lleno, entonces 𝑻 es lleno. 

Demostración. Si 𝑇 no es lleno, existen 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝑋∗, tal que  

𝑓(𝑥) = 1,   𝑓(𝑇𝑛(𝑥)) = 0, ∀ 𝑛 ≥ 1 y si  𝑀 = ⋁ 𝑇𝑛(𝑥)+∞
𝑛=0 , entonces 

 𝑑𝑖𝑚𝑀/𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1. 

Por otro lado 𝑀,𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝐾), luego por el teorema 4,  deducimos que  𝑑𝑖𝑚𝑀/𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≠ 1, lo que 

es contradictorio. 

El siguiente resultado generaliza el anterior, con ciertas limitaciones en sus hipótesis y para 

operadores de Riesz, y es nuestro principal resultado. 
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Teorema 6. Sean 𝑿 un espacio de Banach y 𝑻 ∈ 𝑩(𝑿) acotado por abajo. Sea 𝑲 ∈ 𝑨𝒍𝒈𝒍𝒂𝒕(𝑻) ∩

{𝑻}′  un operador de Riesz. Si 𝑲es lleno, entonces 𝑻 es lleno. 

Demostración. Supongamos que 𝑇no es lleno, entonces existe un 𝑀 ∈  𝑙𝑎𝑡𝑇 , tal que 𝑇(𝑀)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊊   𝑀.   

Suponemos, transitoriamente, que 𝑇 es simplemente inyectivo. 

Sea 𝑭 = {𝑁 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇): {0} ⊊ 𝑁 ⊊ 𝑀,   𝑇(𝑁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑁}   

Estudiemos dos casos para esta familia 𝑭. 

(𝟏) 𝑭 = ∅ . 

Si 𝐾|𝑀 , entonces  𝐾|𝑀 ∈ 𝐵(𝑀) es de Riesz y 𝐾|𝑀 ∈ 𝐴𝑙𝑔𝑙𝑎𝑡(𝑇|𝑀) ∩ {𝑇|𝑀}′. 

Si 𝜎(𝐾|𝑀) = {0},  deducimos por el teorema 5 que 𝑇|𝑀 es lleno, lo que es contradictorio.  Por lo 

tanto, existe 𝜆 ∈ 𝜎(𝐾|𝑀) − {0}. Sea  

𝑀1 = 𝐾𝑒𝑟((𝐾|𝑀) − 𝜆𝐼) ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇|𝑀)  es finito-dimensional Como  𝑇 es inyectivo, tenemos 

que 𝑇(𝑀1) = 𝑀1. Esto contradice que 𝑭 = ∅.  Esto prueba que 𝑇es lleno. 

2. 𝑭 ≠ ∅.   

Sea el subespacio cerrado generado por los 𝑁 ∈ 𝑭  que denotamos mediante  𝐿 = [𝑁:𝑁 ∈ 𝐹].  Es 

claro que 𝐿 ∈ 𝑭 y si 𝑁 ∈ 𝑭, entonces 𝑁 ⊂ 𝐿. 

Consideramos ahora 𝑋̂ = 𝑋/𝐿 y los operadores 𝑇̂, 𝐾 ∈ 𝐵(𝑋̂).  Por el lema 2, sabemos que 𝐾 es lleno. 

Es fácil probar que 𝐾 ∈ 𝐴𝑙𝑔𝑙𝑎𝑡(𝑇̂) ∩ {𝑇̂}′. 

Demostremos que el operador  𝑇̂ es inyectivo.  En efecto, si   𝑇̂(𝑥̂) = 0, entonces 𝑇(𝑥) ∈ 𝐿 = 𝑇(𝐿) 

(ya que T es acotada por abajo). Es decir 𝑇(𝑥) = 𝑇(𝑦), luego 𝑥 = 𝑦 ∈ 𝐿.  Por el lema 1,  deducimos 

que (𝑇̂)(𝑀̂)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊊ 𝑀̂ .  

Probemos que no existe 𝑊 ∈ 𝑙𝑎𝑡(𝑇̂), tal que  (𝑇̂)(𝑊)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑊, con {0} ⊊ 𝑊 ⊊ 𝑀̂. 

En efecto, 𝑊 = 𝑁  con 𝑁 subespacio cerrado con 𝐿 ⊊ 𝑁 ⊂ 𝑀. Como (𝑇̂)(𝑁 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑁 , deducimos que 

𝑇(𝑁)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑁, lo que contradice la máximalidad de 𝐿. Siguiendo los mismos argumentos de la primera 

parte llegaremos a una contradicción. 
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