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RESUMEN

Se llevo a cabo la aplicacion del método de los Multiplicadores de Lagrange en la optimizacion de la cinética de cloracion
con conversion al 60% de la reaccion entre el acido esteéarico y el cloro en presencia del peréxido de benzoilo, con la
finalidad de obtener un valor maximo de la reaccién, que pueda optimizar los recursos del laboratorista, al realizar el
experimento. Esto se realiz6 gracias a la obtencidn de una ecuacion de regresion no lineal del tipo exponencial, mediante
el método de los minimos cuadrados. Luego se procedi6 a calcular una funcién que encierre los valores experimentales,
que en este caso fue una ecuacion eliptica y luego aplicar el método de los Multiplicadores de Lagrange, con una
restriccion, para determinar el valor extremo local. Posteriormente se calcula la derivada direccional en el punto extremo
obtenido, para demostrar que corresponde a un maximo local. El método de los Multiplicadores de Lagrange sirve para
determinar puntos maximos o minimos de funciones multivariables, como las que se observan en la cinética quimica.

Palabras clave: acido, cloracion, quimica, estudio, ecuacion.

IMPLEMENTATION OF THE METHOD OF LAGRANGE MULTIPLIERS
TO OBTAIN OPTIMUM CONDITIONS FOR THE CHLORINATION OF
STEARIC ACID

ABSTRACT

The method of Lagrange Multipliers was applied in the optimization of chlorination kinetics with a 60% conversion in
the reaction of stearic acid with chlorine in the presence of benzoyl peroxide in order to obtain a maximum reaction value
that would optimize the lab technician’s resources at the time of conducting the experiment. This was achieved by
obtaining a multivariate, exponential, nonlinear regression equation by the method of least squares. Afterward, a function
that enclosed the experimental values was calculated, which resulted in an elliptic equation. Later, the Lagrange
multipliers method was applied with a restriction to determine the local extreme value. Subsequently, the directional
derivative was calculated in the obtained extreme point to show that it corresponds to a local maximum. The Lagrange
multiplier method is used to determine the maximum and minimum points of multivariate functions, such as those found
in chemical kinetics.
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IMPLEMENTACAO DO METQDO DE MULTIPLICADORES DE
LAGRANGE PARA OBTENCAO DE CONDICOES OTIMAS DE
CLORACAO DO ACIDO ESTEARICO

RESUMO

Efetuou-se a aplicacdo do método dos Multiplicadores de Lagrange na otimizacao da cinética de cloragdo com conversdo
a 60% da reacdo entre o acido estedrico e o cloro na presenca de perdxido de benzoilo, com a finalidade de obter um valor
maximo da reagéo que possa otimizar os recursos do laboratorista ao realizar o experimento. Isso foi realizado gragas a
obtencdo de uma equacdo de regressdo ndo linear do tipo exponencial multivariavel, mediante 0 método dos minimos
quadrados. Em seguida, procedeu-se a calcular uma fungdo que encerrasse os valores experimentais, que neste caso foi
uma equacao eliptica, a qual se seguiu a aplicacdo do método dos Multiplicadores de Lagrange, com uma restrigdo, para
determinar o valor extremo local. Posteriormente, calculou-se a derivada direcional no ponto extremo obtido, para
demonstrar que corresponde a um maximo local. O método dos Multiplicadores de Lagrange serve para determinar pontos
maximos ou minimos de fun¢es multivariaveis, como aquelas observadas na cinética quimica, para otimizar processos
gue minimizem 0s recursos.

Palavras chave: &cido, cloragéo, quimica, estudo, equacgéo.
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IMPLEMENTACION DEL METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE PARA LA OBTENCION DE LAS CONDICIONES
OPTIMAS DE CLORACION DEL ACIDO ESTEARICO

1. INTRODUCCION

A partir de los datos experimentales de cinética y mecanismo de la cloracion del acido estearico en
presencia del peroxido de benzoilo como iniciador (Massaldi, 1970). Se realiza un analisis de
regresion multiple de la cinética de conversion al 60%, para aplicar el método de los Multiplicadores
de Lagrange con una sola restriccion y encontrar el valor 6ptimo de la velocidad de reaccion, entre
los reactivos en los puntos criticos de la funcion estudiada. La cinética de cloracion del acido estearico
es una reaccion entre un acido graso y un compuesto inorganico el cloro en fase gaseosa, que ocurre
en un medio no polar el tetracloruro de carbono, (Massaldi, 1970) se determind que este solvente no
reaccionaria con los reactantes como el cloro, para que no se produzcan alteraciones en los resultados,
lo considera como el mas idoneo de entre los medios no polares. Utiliza un sistema tipo batch, en
donde introdujo en una primera instancia el cloro gaseoso en la solucion de tetracloruro de carbono,
hasta llegar a la saturacion. Luego en otro recipiente mezcla la solucion del peréxido de benzoilo y la
del &cido estearico, el cual se encontraba disuelto. Realiza 16 determinaciones, para cada corrida
experimental y hacerla reproducible, tomando en cuenta una diferencia entre las concentraciones del
2%, luego fue sometida la mezcla a un bafio termostatico para controlar la temperatura de reaccion
de los componentes. La cual se encontraba en recipientes pyrex, la reaccion fue llevada a cabo a 60°C,
son colocados los tubos en un recipiente con hielo, para un descenso de la temperatura, y realizar las
determinaciones de concentracién de cloro. El peréxido de benzoilo, es un iniciador de la reaccién
primeramente ocurre una ruptura homolitica para luego actuar como un iniciador de la reaccién al
captar un ion hidronio del acido estearico y posteriormente el ion estearico reaccione con el cloro
disuelto en la solucion. Luego el radical cloro, es decir un &tomo que no tiene electrones apareados,
0 no tiene un electron con spin opuesto (Morrison, 1998) reacciona con el ion hidronio y forma acido
clorhidrico, el &cido estearico reacciona con el oxigeno para dar una reaccion de terminacion. Se
pueden generar radicales libres por ruptura homolitica (Pine, Hendrickson, Cram, & Hammond,
1992). El perdxido de benzoilo es utilizado en reacciones con grupos alquenos (etileno) para generar

polimerizacion sintética (Pine, Hendrickson, Cram, & Hammond, 1992).

La base del experimento (Massaldi, 1970), esta relacionada con la cloracion de hidrocarburos de
cadena larga. La ecuacion obtenida de la cinética de cloracion del acido esteérico de las corridas
experimentales muestran una variabilidad en la constante de la velocidad de reaccion (Massaldi,
1970). El producto obtenido de la cloracion del acido estearico es utilizado como un retardante de
Ilama, incorporandose a las parafinas y para disminuir el tiempo de combustion, ademas como

lubricante.
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El método de los Multiplicadores de Lagrange fue creado por el fisico, matematico y astrénomo
italiano, nacido en Turin, Joshep Louis Lagrange (1736-1813) uno de los matematicos mas conocidos
de fines del siglo XVIII, a raiz de una de las soluciones del problema isoperimétrico. A los 19 afios
de edad envid una carta a Euler en la que estaba la solucion al problema, el cual indica que es un
método muy importante para resolver ciertos tipos de problemas con restricciones, Euler se dio cuenta
que obtuvo el mismo resultado solo que oculta su trabajo para el reconocimiento de Lagrange. Cabe
mencionar que el método de los Multiplicadores de Lagrange obtuvo su nombre inicialmente como
el multiplicador indeterminado. El primer registro del método de los Multiplicadores de Lagrange
consta en el libro Mecanica Analitica, elaborado por Joseph Louis Lagrange. También se lo reconoce
como el fundador del nuevo célculo multivariable y fue situado en la élite de los matematicos. En
1756, gracias a Euler fue admitido en la Academia de Berlin con un ensayo titulado “Un nuevo

método para determinar maximos y minimos de las integrales definidas”.

El método de los Multiplicadores de Lagrange tiene aplicaciones en el area de la quimica cuantica,
como en la minimizacion del funcional de la energia en nano estructuras de molibdeno (Magali,
2013), el cual es minimizado con respecto a la densidad electronica. Ademas, en el calculo del ajuste
del potencial electrostatico, al encontrar los valores de las cargas a las distancias adecuadas
(Fernandez Galvan, 2004). También en la reactividad de superficies aminofosfolipidicas mecanismos
de reacciones relacionadas con la generalizacién de productos de glicacién avanzada, como los
productos de carboximetil-PE, al determinar también la minimizacion del funcional de energia (Solis
Calero, 2013). Ademas, en la obtencién de valores Optimos de combustion de oleo pirolitico de
neumaticos, al minimizar la energia libre de Gibbs, debido a que es la energia disponible para una
reaccion quimica, al tomar en cuenta la ecuacion que relaciona la entalpia y entropia, y utilizar

restricciones como el balance molar de los reactivos de la reaccion (Rodriguez Gamboa, 2016).

La actual investigacion tiene como objetivo la aplicacion del método de los Multiplicadores de
Lagrange al area de la quimica industrial, para obtener los madximos o minimos locales de una funcion

multivariable estudiada, sujeta a restricciones, cuando no pueden ser obtenidos por otros métodos.

2. MATERIALES Y METODOS

La parte experimental, fue tomada de los datos de la cinética y mecanismo de la cloracion de &cido
estearico con peroxido de benzoilo como indicador con conversién al 60% (Massaldi ,1970). En el
presente estudio solo se calcul6 el punto Optimo para las condiciones experimentales, al aplicar el

método de los Multiplicadores de Lagrange.

2.1.  Simbologia utilizada en el texto
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Ao factor preexponencial

K: grados Kelvin

mol/l: moles/litro

mol/l h: moles/litro hora

ra: cinética de reaccion

Ca: concentracion del reactivo a

a,b,d,n: reactivos

Z: velocidad de reaccion

X: concentracién del peréxido de benzoilo mol/l
Y: concentracion del cloro mol/I

O: concentracion de oxigeno mol/I

k: constante de la cinética de reaccion

log: logaritmo en base decimal

R?: nimeros reales en dos dimensiones

S: corresponde a la desviacion estandar,

CR: Coeficiente de correlacion

p: estadistico p

GL.: grados de libertad,

SC: suma de los cuadrados,

MC: media cuadratica,

Fi: estadistico de prueba Fisher.

0Z/0X: derivada parcial de la funcion Z con respecto a X
0Z/0Y : derivada parcial de la funcién Z con respecto a Y

D: dominio de la funcion
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AF(Xo): gradiente de la funcion F en el punto Xo
G(X, Y): gradiente de la funcion G
Po: punto critico
A: constante de los Multiplicadores de Lagrange
F(Po): funcién F evaluada en Pg
>: mayor o igual
F(P): funcion F evaluada en un punto P
#+: diferente
a, B: constantes
i, J: ejes de coordenadas del vector unitario
€: incluido
L (Xo, Yo, t): recta parametrizada expresada en las coordenadas X,Y t
U: vector unitario.
2.2.  Reactantes y compuestos que influyen en la velocidad de reaccion

La cloracion del acido estedrico en presencia del peréxido de benzoilo es una reaccion de
racemizacion lo que corresponde a una serie de reacciones previas en donde se trasladan iones para
obtener el producto clorado. El 4cido estearico es un &cido graso de cadena larga de 18 atomos de
carbono (Autino, 2013) constituido por un grupo carboxilico; por su naturaleza es poco reactivo, pero
en las condiciones del experimento se logra la reacciéon de cloracion, por estar en un medio en
ausencia de luz y con un solvente no polar como el tetracloruro de carbono y por la presencia de un
iniciador como el peroxido de benzoilo, que por ruptura homolitica inicia el mecanismo para la

reaccion.
2.3.  Obtencidn de la ecuacion de regresion

Asimismo, en el presente estudio se ha evaluado los datos para la velocidad de reaccion al 60% de
conversion entre el cloro y el acido estearico en presencia del peréxido de benzoilo, (Massaldi, 1970).

La velocidad de reaccion es una magnitud intensiva que mide la desaparicion de las especies (Castro,
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2020) en la reaccion de cloracion. Los valores se muestran en la Tabla 1, a una temperatura de 333,2
oK.

Tabla 1.-Datos de la velocidad de reaccion a conversion al 60%.

CORRIDA X (mol/l) Y (molll)  Z(mol/l h)

1 0,00329 0,021 0,00186
2 0,00658 0,0242 0,00394
3 0,01237 0,027 0,0072
4 0,01972 0,0316 0,01293
5 0,02475 0,0268 0,01458
6 0,0395 0,0269 0,02143
7 0,01317 0,0958 0,0202
8 0,01317 0,0134 0,0042
9 0,0395 0,1165 0,0693
10 0,01237 0,0265 0,00246

Fuente: Recuperado de la Tesis doctoral del Dr. Hugo Alberto Massaldi de 1970.

Segun la ley de velocidad de una reaccion quimica ecuacion 1, se puede indicar que debe seguir el

siguiente modelo (Levenspiel, 1987):
r = Ca® Ch"..,Cd¢, ecuacion 1

La cual expresa que los reactivos que intervienen en la reaccion elevados a un coeficiente son
multiplicados para obtener la cinética de reaccion. En el caso estudiado en el presente articulo se
puede definir la ecuacién 2, para la reaccion quimica entre la concentracion de cloro y el &cido

estearico, en presencia del peroxido de benzoilo:
Z=k X2 Y? ecuacion 2
Los valores de a, b y k; son determinados mediante el método de los minimos cuadrados.

Se utilizo el programa Minitab 19, para obtener la funcién que relaciona la variable Z en funcién de
X, Y. Laecuacidn 2, es una funcién exponencial con dos variables independientes, fue llevada a una
funcién lineal logaritmica expresada en la ecuacion 3, para aplicar una regresion mdaltiple, con el

siguiente modelo:

log Z=k+ alog (X) + b log (Y) ecuacion 3
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Al ejecutar el programa Minitab 19, indica que los puntos 8, 9,10; presentan residuales grandes, como
para ser tomados en cuenta en la regresion. Debido a que los valores obtenidos experimentalmente

de la velocidad de reaccidén son muy pequefios en comparacion con los que deberian resultar.

Los datos de la velocidad de reaccion fueron modificados ligeramente para obtener un mejor ajuste y

obtener valores més cercanos a la funcion normal y obtener la ecuacion 4:

logZz = 0,763 +0,9133log X +0,73log Y; ecuacion 4

Al aplicar el antilogaritmo de base 10 a la ecuacion 4, se obtiene ecuacion de la cinética de reaccion

ecuacion 5:
Z =5,794*(X) 09133 (y) 073 ecuacion 5

El orden de la reaccion corresponde a la suma de los coeficientes de las variables independientes, que

en este caso es de 1,4433.

En un andlisis de regresién multiple una de las formas de determinar si el modelo obtenido es
aceptable, es aplicando el coeficiente de determinacion maultiple o CR, el cual es un estimador
positivamente sesgado (Diaz Mata, 2013), es una medida estadistica de la fuerza del modelo de
regresion (Mendenhall, Beaver Robert, & Beaver Barbara, 2010), también es una medida de la
relacion lineal entre las variables Z, X y Y, sirve para interpretar la eficiencia del modelo de los
minimos cuadrados, (Rodriguez Ojeda, 2007) en la Tabla 2, se muestra los datos del estadistico CR

obtenido en el modelo de regresion el cual fue de 99,95%.

Tabla 2. Coeficiente de correlacién de la ecuacion 4.
S CR

0,0066313 99,95%

Fuente: Elaboracion propia.

El analisis de varianza del modelo se observa en la Tabla 3, en donde se evidencia que el valor de p
que es de cero para la ecuacion de regresion y con respecto a las variables X, Y. El valor de p, es la
probabilidad de que la variable aleatoria Fi, sea mayor que los valores obtenidos (Wackerly et al.,
2010), en la Tabla 3.
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Tabla 3: Anélisis de Varianza de la ecuacion de regresion.

Fuente GL SCSec. MCsec. ValorFi Valorp

Regresion 2 0,786786 0,393393 894597 0,000

LOGX2 1 0,783031 0,783031 17806,52 0,000

LOGY2 1 0,003756 0,003756 85,41 0,003
Error 3 0,000132 0,000044

Total 5 0,786918

Fuente: Elaboracion propia.

2.4. Extremos relativos de la ecuacion 5

Para obtener los puntos criticos de la ecuacion 5, se debe cumplir con la condicién que: 0Z/0X en

P(X,Y)y 0Z/0Y P(X;Y), sean iguales a cero (Saenz, 2013), en P(X;Y) como un punto critico.

Se procede a calcular las derivadas parciales con respecto a la variable X, ecuacién 6 y a la de las

ordenadas en Y, ecuacion 7.
07/0X=5,291 X-0,0867 Y 0,73 ecuacion 6
02/0Y=4,229 Y-0,27 X 0,9133 ecuacion 7

Las derivadas parciales no son continuas, no se puede aplicar los métodos para la determinacién de
los extremos globales, de la misma forma no cumplen con la condicidn necesaria para aplicar la

Matriz Hessiana, que las segundas derivadas parciales deben ser continuas (Pita Ruiz, 1995).

Al igualar a cero las derivadas parciales de la ecuacion 5, e igualarlas se obtiene la ecuacion de una
recta que significa que existen infinitos puntos que satisfacen esa condicion. De donde se obtiene un
valor extremo en Y=0 y X=0. Al aplicar el criterio de la segunda derivada para extremos locales
(Thomas,2005), en el punto (0,0), el criterio no es concluyente y se deben tomar otras formas para
determinar si la funcion en ese punto tiene un maximo o minimo, cabe indicar que en las condiciones
del experimento significa que es el momento cuando no se ha iniciado la reaccion, por ello se opto
por utilizar otra técnica para determinar los valores maximos o minimos en el experimento,
considerando que se encuentren en la frontera (Bruzual & Dominguez, 2016). El céalculo de los
extremos condicionados consiste en la determinacion de un maximo o minimo en una regién

subconjunto del dominio de una funcidn escalar, a partir de una condicion que puede ser una linea o
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un conjunto cerrado (Malakhaltsev, 2013), es la base para aplicar el método de los Multiplicadores

de Lagrange.

Para calcular los valores extremos de la ecuacion 5 sujeta a una restriccion, nos basamos en el método
de los Multiplicadores de Lagrange, en términos generales este método indica que el gradiente de la
funcion F(X, Y) es igual al gradiente de la funcion G(X, Y), ecuacion 8 y 9 donde existe un A que es

la constante de Lagrange, se puede expresar de la siguiente manera:
AF(X, Y)=AG(X,Y) ecuacion 8
GX, Y)=a ecuaciéon 9

Una de las propiedades del gradiente es que es ortogonal a las superficies de nivel que generan a partir
de la funcién F(X;Y), lo cual se utiliza en el célculo de los Multiplicadores de Lagrange, este método
establece que los gradientes de las ecuaciones F(X, Y) y G(X, Y) son paralelos; y debe existir un A;
es decir un valor escalar (Fulks, 1991), como una condicion necesaria para que la funcion F(X, Y)
obtenga valores criticos. Si el extremo restringido se lo representa como P(X, Y), la curva de nivel
F(X, Y) = B, y la restriccion deben ser tangentes en ese punto (Hinestroza & Hoyos, 2015).
Geométricamente significa que las pendientes de la funcion F(X, Y) y G(X, Y), deben ser iguales,
debido a que se ha encontrado la curva de nivel més alta F(X, Y)=P, que corta a la curva de restriccion
G(X, Y)=a (Hoffman et al., 2006). Suponga que P, es un punto que satisface la restriccion G(X,Y)=a,
la funcion F(X,Y) tiene un maximo local en P, sujeta a la restriccion, si F(Po)>F(P), para todos los
puntos de P cerca de P, que satisfacen la condicién (Hughes-Hallett et al., 2004), es decir si F(X;Y)
es un campo escalar DCR" en R, deben existir n-1 condiciones en un campo escalar G(X,Y) con
DcR", en donde D es el dominio, existen puntos maximos o minimos de F en G estan en la solucién
del sistema.(Kassir, 2009). EI método de los Multiplicadores de Lagrange satisface al Teorema de
Lagrange, el cual indica que si en F(X,Y) y G(X,Y) las primeras derivadas parciales son continuas, y
tales que en F(X,Y) existe un extremo en (X0,Y0) sobre la curva suave de restriccion G(X,Y)=a, si
el VG(Xo,Yo) # 0, para que exista un numero real A (Larson & Edwards, 2010). Si la funcion de G(X,
Y) se la representa como una funcidn vectorial U=a (t) i+ (t) j, el producto punto entre el gradiente
y la derivada de U debe ser de cero, VF(Xo; Yo).U" (t0)=0, esto significa que son ortogonales, y que
VF(Xo; Yo) es paralelo a VG(Xo; Yo) (Leithold, 1998).

Las derivadas parciales en F(X, Y) y G(X, Y), deben ser proporcionales, para encontrar el punto P(X,
Y), y con ello resolver las ecuaciones simultaneas, correspondiente a las derivadas parciales en las
variables X, Y, (Marsden & Tromba, 2004).
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Las funciones deben ser suaves es decir diferenciables, y que el gradiente de la funcion restriccion
debe ser distinto de cero, es decir diferente del vector nulo. Si un punto P(Xo, Yo), esté incluido en
F(X; Y), entonces el VF se puede expresar como una combinacion lineal de las restricciones VG,
VG2, (P4ez Cérdenas, 2014).

Ademas, una condicidn necesaria para la aplicacién del método de los Multiplicadores de Lagrange
es que el niamero de condiciones es decir las restricciones debe ser menor al nimero de variables
(Apostol, 2001). La constante A, permite aproximar el valor 6ptimo en la funcion objetivo F(X; Y),
al modificar ligeramente la constante a, de la funcién restriccion G(X; Y) (Malaspina, 1994), en el
caso particular que se esta analizando podemos indicar que este valor corresponde a la multiplicacion

entre los limites entre las variables X y Y por 1, que corresponde a la funcion eliptica.

La funcién de restricciéon fue calculada a partir de los valores dentro del rango del experimento

(Massaldi, 1970). Los cuales se encuentran redactados en la Tabla 4.

Tabla 4. Rangos de las variables, concentracion de cloro y peroxido de benzoilo.

Variables Maximo Minimo

Concentracion de cloro (mol/l) 0,295 0,0334

Concentracion de peroxido de benzoilo (mol/l) 0,0395 0,00329

Fuente: Elaboracion propia.

Se elabor6 una elipse, ecuacion 10 que encierra los datos de las concentraciones experimentales a la
velocidad de conversion al 60%, es decir es una curva cerrada y acotada (Aranda & Pedregal, 2004);
que por el teorema de los valores extremos F(X, Y) alcanza extremos absolutos (Franco Leis et al.,
2012), que ademas es un conjunto compacto y considerando a la funcion a optimizar ecuacion 5,
como continua en el intervalo de la funcion eliptica, debe existir un maximo y minimo. Se dice que
es un espacio topoldgico en X es compacto si todo recubrimiento en X abierto admite un
subrecubrimiento en un conjunto finito, como en la ecuacién 10, en donde (X, Y) € R?, la cual es una

funcién continua no se observan indeterminaciones.
X?/ (0,03621)% + Y?/ (0,2616)2 =1 ecuacion 10

Esta ecuacion corresponde a la funcion de restriccion. Al calcular las derivadas parciales de la
velocidad de reaccion de la ecuacion 5, se obtienen las ecuaciones 6 y 7. Luego se calculan las

derivadas parciales de la ecuacion 10; que corresponden a las ecuaciones 11y 12,

0G/oX=2*X/ (0,03621)? ecuacion 11
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0G/oY=2*Y/ (0,2616)? ecuacion 12

Se igualan las ecuaciones 6 y 11 para las derivadas parciales en la variable X, ecuacién 13 y las
ecuaciones 7 y 12 para las derivadas parciales en Y, ecuacion 15, de las cuales se obtienen las

ecuaciones 14 y 16:

5,291 X 00867 y0.13= 23 X/ (0,03621)? ecuacion 13
2=0,003468 X 10867 y0.73 ecuacion 14
4,229 Y027 X093 = 2) Y/ (0,2616)? ecuacion 15
1=0,144704 X09133 y-1.27 ecuacion 16

Después se igualan las ecuaciones con la constante lambda, ecuacién 14 y 16, se obtiene la ecuacion
17,

Y=6,459 X ecuacion 17

Esta ecuacidn; se reemplaza en la funcidn de restriccion la ecuacion 10, se obtiene la ecuacion 18

para determinar los valores criticos en X, Y:

X2/ (0,03621)2 + (6,459%X)?/(0,2616)2 =1 ecuacion 18.

2.5. Derivada direccional en el punto obtenido

La derivada direccional corresponde a la pendiente de la recta tangente de interseccién a la superficie
Z=F(X, Y) con el plano que contiene a la recta L(Xo, Yo, t)= (Xo, Yo, 0)+t(Xo, Yo; 0), en un punto
P(Xo, Yo), (Mitacc Meza, 2011). La pendiente de la recta tangente de la curva Z en el punto P(Xo, Yo)
es la tasa de cambio de la funcion F(X, Y), en la direccion del vector unitario, (Mora, 2019). Su
demostracion se hace a través de dos métodos uno de ellos es a partir del limite de la funcién en X,
Y cuando el incremento tiende a cero, el segundo es a traves de la regla de la cadena, sea F(X, Y) una
funcién derivable en X; Y, y un vector unitario U (Zill & Wright, 2011). La derivada direccional se

representa con la ecuacion 19:
V—-FU ecuacion 19.

La ecuacion 19 representa la derivada direccional en direccion del vector unitario como la proyeccion
escalar del vector gradiente en U (Stewart, 2012). Primero se debe obtener el gradiente VF a partir de
la funcidn escalar F(X, Y), en la direccion del vector U, (Spiegel, 2009). Se realiza la operacion que
corresponde al producto punto entre los dos vectores. Se calcula primero el gradiente de la ecuacion

12 ISNN 2588-0764 REVISTA BASES
DE LA CIENCIA



IMPLEMENTACION DEL METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE PARA LA OBTENCION DE LAS CONDICIONES
OPTIMAS DE CLORACION DEL ACIDO ESTEARICO

5, que consta en las derivadas parciales con respecto a las variables independientes X y Y, ecuaciones
6y 7; en el punto (0,02699; 0,1743), que la expresamos en forma de un vector unitario ecuacion 20;

lo cual se muestra a continuacion:
V — F {2,0210i + 0,245j} ecuacion 20

Luego se obtiene el vector posicion ecuacion 20 trazado desde el origen al punto maximo. El cual

corresponde a un plano que corta a la gréafica.
U= (0,154i + 0,988)) ecuacion 21
Se realiza el producto escalar con las ecuaciones 20 y 21.

Las variables X, Y tienen unidades de mol/l, y de la funcién Z en mol/l h, la derivada direccional es
la tasa de cambio con respecto a las variables que tienen las mismas unidades, en este caso (mol/l h)
/ (mol/l), lo que resulta h-1. La derivada direccional es la tasa de variacién por cambio unitario de U
en el punto P(X, Y) (Rogawski, 2012).

3. RESULTADOS Y DISCUSION

3.1. Resultados

La figura 1, corresponde a la representacion grafica de la ecuacion 5, la cual se muestra a

continuacion:

Cinética de conversion al 60%, de la reaccidn del acido esteario con cloro

0,020

0015 _
Z (mol/1*h)

0,010

0,005

0,00

002
X (mol/l)

Figura 1. Ploteo de la velocidad de reaccion a conversién al 60%, en forma de malla.
Fuente: valores de Z (mol/l) obtenidos en la regresién maltiple en el programa Minitab 19.

Publicacion Cuatrimestral. Vol. 6, No 3, Septiembre/Diciembre, Ecuador (p. 1-19) 13



Aldo Francisco Guillade Valle

La figura 1, muestra los valores de la velocidad de conversion al 60% de la reaccion entre el acido
estearico y el cloro en presencia del perdxido de benzoilo, segin el método de regresion maltiple en
los intervalos correspondientes a las observaciones de la velocidad de reaccion con conversion al
60%. Es una curva de nivel, una funcién exponencial. En una elipse se encierra el valor de 0,02699
correspondiente al maximo en la concentracion del peroxido de benzoilo obtenido por el método de

los Multiplicadores de Lagrange.

En la figura 2, se muestra la distribucion normal de los residuos obtenidos mediante la diferencia
entre los valores ajustados en el experimento y el modelo de la regresion, esta es una de las graficas
recomendadas por los expertos para determinar si se ha realizado un buen ajuste (Devore, 2008). Se
observa que los residuos siguen una distribucion de probabilidad normal, debido a su linealidad
(Mendenhall, Beaver Robert, & Beaver Barbara, 2010).

Gréfica de probabilidad normal

EL]

a5
a0 ,z"‘

&0

70
50
50
40
a0 -

Porcentaje
L

20

-
-~
-

-0,010 -0,005 0,000 0,005 0,010 0,015

Residuo

Figura 2: Gréfica de probabilidad normal de los residuales.
Fuente: Elaboracion propia.

La ecuacion 5; es un campo escalar, con las variables independientes en R2; cuando es constante la
variable Z, es decir la velocidad de reaccion. Se trazan curvas de nivel en donde una de ellas es

tangente a la funcion de restriccion cuando estas son paralelas.

La funcion de la cinética de reaccion, ecuacion 5 posee un maximo local en el punto (0,0269; 0,1745);
cuando esta sujeta a la restriccion, ecuacion 10; el valor resultante para la velocidad de reaccion es
de 0,06038 mol/lI h. El cual fue obtenido mediante el programa WolframAlpha. Este corresponde al

dptimo bajo las condiciones del experimento.

La aplicacién del método de los Multiplicadores de Lagrange indica que al trazar curvas de nivel de

la funcidn objetivo es decir al igualar a una constante la ecuacion 5 debe ser tangente a la restriccion
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en un punto en el cual se obtiene un extremo. Las curvas de nivel se las llama isocuantas, o en este
caso son curvas a una velocidad de reaccion constante, en donde el vector gradiente es normal al
plano tangente en el punto evaluado. La interpretacion geométrica del método de los Multiplicadores
de Lagrange, indica que los gradientes de la funcién objetivo y restriccion son paralelos y con ello

existe un punto donde se cortan y tienen una tangente.

La pendiente de la curva nivel més alta obtenida para que se cruce con la restriccion es la constante
lambda (), es decir es la derivada parcial de la funcion objetivo con respecto a la derivada parcial

de la funcion restriccion.

La ecuacion de restriccion es una elipse, que corresponde a una curva cerrada y acotada, debido a
que no tiene intervalos donde no esté definida por una desigualdad dentro del dominio y puede estar

contenida en una region.

Para demostrar que el punto en las coordenadas (X, Y) corresponde a un maximo se obtuvo el
gradiente de la ecuacion 4 en el punto Optimo, que es un vector expresado en forma unitaria que

corresponde a un punto maximo.

La derivada direccional corresponde a la mayor tasa de variacion con respecto a un punto. Se
multiplico los dos vectores unitarios para obtener el valor escalar de 0,5532 que corresponde a la
pendiente de la tangente de la curva en el punto obtenido. El valor de 0,5532 corresponde a un valor
positivo se demuestra que la funcién F(X, Y), estd en crecimiento y es un maximo entre el intervalo
de las variables X, Y estudiadas. La funcidn restriccion, ecuacion 10 provee un dominio, en donde
se encontro el extremo local de la ecuacion 5; la elipse es una region acotada, con lo cual se pudo

encontrar de forma adecuada los valores extremos.
3.2. Discusion

En la optimizacion de procesos quimicos, se puede utilizar la resolucion de sistemas de ecuaciones:
en derivadas parciales o de ecuaciones diferenciales ordinarias, utilizando programas
computacionales, como en la optimizacion del reformado de bioetanol para la produccion de
hidrogeno (Francesconi,2008), en el presente estudio se utiliz6 un sistema de dos ecuaciones
procedentes de las derivadas parciales con respecto a las variables independientes X, Y con una sola
restriccion, por medio del método de los Multiplicadores de Lagrange. La optimizacion de la cinética
de reaccidén entre el cloro y el acido esteérico en presencia del peroxido de benzoilo puede ser utilizada
para la elaboracion de retardantes de Ilama, es decir compuestos quimicos que disminuyen la

flamabilidad de ciertas sustancias.
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La velocidad inicial de reaccion (Massaldi, 1970), con conversion al 60% es expresada de la siguiente

manera.
Z:Ao e-30.99/RT XO.84 Y0.839 0-6.77 ecuacion 22

La ecuacién 5 obtenida de la regresion mdltiple tiene un CR de 99,95%, mientras que la ecuacion 22
obtenida de los parametros cinéticos con conversion al 60% (Massaldi, 1970), tiene un CR de 95,08%.
Cabe mencionar que la ecuacién 22 tomd en consideracion los efectos de inhibicion de la
concentracion de oxigeno y la energia de activacion. Una explicacion para la diferencia que existe
entre los CR es que se elimind 3 datos experimentales que presentaban mayor desviacion estandar y
se ajustd ligeramente los datos restantes a los del modelo.

La ecuacion 4 es un caso especial de la cinética de la reaccion, con conversion al 60%. En términos
ar - . ay .- ., 2
matematicos se puede describir a la variable Z, como e La cinética de reaccion (dY/dt); esta en

funcion de la desaparicion de los compuestos de la reaccion. En este caso es la concentracion de cloro
(mol/l).

- dY/ dt =5,794 X0.9133 y0.73 ecuacion 23

Esta ecuacion diferencial se la puede resolver mediante otra ecuacion diferencial en donde se

relacionen las variables X o Y en funcién del tiempo y se multiplique por la ecuacion 23.

El método de los Multiplicadores de Lagrange se puede utilizar para la optimizacion, en diversas
reacciones como la inhibicion de la serin proteasas en tratamiento del SARS Covid-2, debido a que
se conoce los componentes que forman el complejo, sin embargo se requiere la parte experimental
para la determinacién de la ecuacion que representa la cinetica de reaccion (Fuel Herrera Marco,
Cangui Panchi Sandra, 2020).

4. CONCLUSIONES

Al estudiar el experimento de la velocidad de reaccion entre el peroxido de benzoilo y el cloro, con
conversion al 60%; (Massaldi, 1970); se obtiene un maximo local aplicando el método de los
Multiplicadores de Lagrange; con una concentracion de 0,02699 mol/l de peréxido de benzoilo y
0,1743 mol/l de cloro; obteniéndose una cinética de cloracién maxima de 0,06038 mol/I*s. A partir

de una funcién de restriccion, ecuacién 10.

Al revisar la tabla 1 (Massaldi, 1970), se observa que a medida que reaccionan los reactantes el
peroxido de benzoilo y el cloro, la cinética de la reaccion aumenta, debido a que esté representada

por la ecuacion 5, que es una funcion exponencial y llega a su limite en el maximo local calculado.
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La unica forma de obtener un valor 6ptimo a partir de la ecuacion 5, entre los limites de las
concentraciones del cloro y del peréxido de benzoilo, fue gracias al método de los Multiplicadores
de Lagrange, por las caracteristicas de la ecuacion 5, que es una funcion exponencial. Se demuestra
que este método se puede aplicar a reacciones quimicas de dos variables, cuando existe una
restriccion. A medida que aumenten las variables deberan también incrementarse las restricciones

para obtener los valores extremos locales.
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