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RESUMEN

Los estudios realizados a la transformacion de Boole B(x) = z — % y sus parametrizaciones, en su gran mayoria, se ha
hecho desde la perspectiva de la teoria ergddica infinita y recientemente se estudio la ergodicidad para la medida invariante
de probabilidad absolutamente continua a la de Lebesgue para B, (z) = a(z — %) con « € (0,1). Esos estudios solo
consideran los casos donde la familia de funciones no tienen puntos fijos e inclusive en ese caso no se describe comple-
tamente el comportamiento dinamico. Partiendo de esto, se considera una generalizacion de la transformacion de Boole
de la forma fup. () = ax — g +ccona > 0,b > 0yc € Ry se realiza un estudio de su dinamica para un conjunto
amplio del espacio de los parametros. Especificamente, se consigue una region del conjunto de parametros donde f,p. s
transitivo y presenta una relacion, por medio de la conjugacion topoldgica, con la dindmica simbolica ( asociada a el Shift)
para un subconjunto del espacio de dos simbolos, lo que justifica su comportamiento cadtico en este caso. Se demuestra
que existe una region abierta del espacio de parametros donde f;. es uniformemente robustamente transitivo. También,
se prueba que paraa > 1,b > 0y ¢ € R, f posee dos puntos fijos hiperbolicos y entre estos dos puntos existe un conjunto
de Cantor invariante uniformemente robustamente transitivo, cuya dinamica es equivalente a la del shift unilateral de dos

simbolos.

Palabras clave: Conjunto de Cantor robustamente transitivo, generalizacion de Boole, Transitividad, Transformacion de
Boole.

REVIEW OF THE VAN DER POL EQUATION AND ITS MODIFICATIONS

ABSTRACT

The studies carried out on the Boole transformation B(z) = = — % and its parameterizations, for the most part, have been
done from the perspective of the infinite ergodic theory and recently the ergodicity for the absolutely continuous (respect to
Lebesgue measure) invariant probability measure for B, (z) = a(z — %) with a € (0, 1). These studies only consider the
cases where the family of functions do not have fixed points and even in that case the dynamic behavior is not completely
described. Starting from this, consider a generalization of the Boole transformation of the form fup. () = ax — g +c
witha > 0,b > 0 and ¢ € R and a study of their dynamics is carried out for a wide set of parameter spaces. Specifically, a
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region of the set of parameters is obtained where f,;. is transitive and presents a relation, by means of topological conju-
gation, with the symbolic dynamics (associated with the Shift) for a subset of the space of two symbols, which justifies its
chaotic behavior in this case. It is shown that there is an open set of the parameter space where f,. is uniformly robustly
transitive. Also, it is proved that fora > 1, b > 0 and ¢ € R, f has two hyperbolic fixed points and between these two
points there exists a uniformly robustly transitive invariant Cantor set, whose dynamic is equivalent to unilateral shift of
two symbols.

Keywords: Boole Generalization, Boole Transformation, Robustly Transitive Cantor Set, Transitivity.

UNE REVUE DE P’EQUATION DE VAN DER POL ET DE SES
MODIFICATIONS

RESUMO

Os estudos realizados para a transformac@o de Boole B(z) = = — % e suas parametrizagoes, qua-
se sempre , foram feitos sobre a otica da teoria ergddica infinita e a ergodicidade foi recentemen-
te estudada para a medida de probabilidade invariante absolutamente continua pra Lebesgue para
B.(z) = a(x — 1) com a € (0,1). Esses estudos consideram apenas os casos em que a familia
de fungdes ndo possui pontos fixos € mesmo nesse caso 0 comportamento dindmico ndo € completa-
mente descrito. A partir disso, € considerado uma generalizagao da transformagao de Boole da forma
fave (x) = ax — % +ccoma > 0,b > 0ec € R e um estudo de sua dindmica ¢ realizado para
um amplo conjunto do espago de parametros. Especificamente, obtém-se uma regido do conjunto dos
parametros onde f,;. € transitivo e apresenta uma relacdo, por meio da conjugacgdo topoldgica, com
a dindmica simbolica (associada ao Shift) para um subconjunto do espago de dois simbolos , o que
justifica pra este caso seu comportamento cadtico. Mostra-se que existe uma regido aberta do espago
de parametros onde f,;. € uniformemente robustamente transitiva. Além disso, é provado que para
a>1,b>0ec e R, fu tem dois pontos fixos hiperbolicos e entre esses dois pontos existe um
conjunto de Cantor invariante uniformemente robustamente transitivo, cuja dindmica ¢ equivalente a

o shift unilateral de dois simbolos.

Palavras chave: Boole Generalizada, Conjunto de Cantor robustamente transitivo, Transformacao de
Boole, Transitividade.
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1. INTRODUCCION

La transformacion de Boole B (z) = = — 9—16 es un ejemplo importante de una funciéon no uniforme
expansora sobre una variedad diferenciable no compacta. Adler y Weiss (1973) probaron que B es
ergodica con respecto a la medida de Lebesgue, esto motivo, a varios investigadores a estudiar los
fendmenos de la teoria ergddica infinita entre ellos, Aaronson quien estudio una generalizacion de la
forma B, (z) = am—% demostrando que paratodo « € (0, 1), B, preserva una medida y,, de probabi-
lidad especial (satisface una la ley de Cauchy ver Letac (1977) ) que converge débilmente a la medida
de Lebesgue sobre R, Jon Aaronson (1978). A partir de este trabajo se han realizado diferentes estu-
dios a una generalizacion de la forma By, (x) = ax — % donde han probado algunas propiedades para
la medida en valores puntuales de los parametros, Neuwirth (1978); Prykarpatsky y Feldman (2006).
En los trabajos de Umeno (1998) y Umeno y Okubo (2016) estudiaron los exponente de Lyapunov
para una generalizacion de la transformacion de Boole de la forma B, (z) = « (m — %), para valores
a € (0,1). Justamente, para diferentes valores del parametro o € (0, 1) se estudiaron otras propieda-
des relacionadas con la ergodicidad de B,,, como por ejemplo la propiedad de que B, sea exacta o una
mezcla respecto a la medida invariante existente mostrada por Aaronson, ver Okubo y Umeno (2018)
y Okubo y Umeno (2021). Recientemente Blackmore, Balinsky, Kycia y Prykarpatski (2021) se estu-
dia la entropia para la generalizacion de By (¥) = az — 2 con 0 < a < 1. y realiza otra prueba de la

ergodicidad de B respecto a la medida de Lebesgue. :

Muiioz en sus trabajos S. Mufoz (2006) y S. Mufioz (2015) estudia una clase amplia de funciones
g : R\ {0} — R mostrando unas condiciones para que sean transitivos y otras condiciones para que
exhiban la propiedad de robustamente transitivos. En particular, f,,. cona < 1,b > 0y ¢ préximo de
cero forman parte de esa clase de funciones. En Leal, Mata y Ramirez (2018) presentan una familia de
funciones de R\ {0} — R transitivos que la llamaron tipo Boole y que By, es un elemento particular
de esta clase de funciones, V b > 0. Todos los casos mencionados (incluyendo los relacionado con la
teoria ergodica) tienen una particularidad que fueron estudiados para valores del parametro donde la
transformaciones no tienen puntos fijos. Claro esta, que f.,. posee puntos fijos para valores del para-
metro (a, b, ¢) en un conjunto no acotado y con interior no vacio. La existencia de puntos fijos elimina
la transitividad y la posibilidad de una medida ergddica absolutamente continua a la de Lebesgue pero,
eso no significa que para esos valores del pardmetro la funcidon no tenga un comportamiento cadtico
en un conjunto invariante. Una pregunta natural es: ; Cual es el comportamientos dindmico para estos
valores del parametro?

En este trabajo se realiza un estudio de una parametrizacién de Boole fy. (z) = ax — g + ¢ desde el
punto de vista de la dindmica topoldgica, mostrando el espacio de parametros donde f,;. posee puntos
fijos y su conjunto estable. Se prueba cudles son los valores del parametro donde f es transitivo y una
relacion biunivoca con la dindmica simbdlica (por medio del Shift) para un subconjunto del espacio de
dos simbolos, de hecho se prueba que para % < a < 1,b<0ycpréximo de cero f,. es robustamente
transitivo mejorando el caso estudiado por S. Mufioz (2015) para B,;. Finalmente se estudia el caso
a > 1 demostrando que, entre los dos puntos fijos hiperbolicos que posee, existe un conjunto de Can-
tor invariante por f,;. robustamente transitivo. Note ademas que, f110 = B, Fup0 = Bap ¥ faao = Ba-

Es importante mencionar que en la actualidad se ha logrado demostrar que este tipo de funciones
aparece de forma intrinseca en la dindmica de una clase de homeomorfismos transitivos del plano F' :
R?\ § — R?\ ~ donde § y 7 son curvas de discontinuidad que dividen el plano en dos componentes
conexas no acotadas, ver Leal y Sergio Muiioz (2021) y Leal y Munoz (2022). De hecho, se usa 1, con
b> 0y fapocona < 1(peroa proximo de 1) para mostrar una familia de difeomorfismos transitivos
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del plano cuyo conjunto de puntos periodicos es denso en el plano (Leal y Sergio Mufoz (2021)).

2. METODOS

El método usado es el 16gico deductivo. Se usaron varios resultados de la Teoria de sistemas dindmicos
para espacios compactos y la reciente teoria generada para transformaciones de R \ {0} en R cono-
cida como sistemas alternantes crecientes para describir el comportamiento dindmico para diferentes
valores de los pardmetros a > 0, b > 0y ¢ € R. La aplicacion de esta metodologia queda implicita en
cada una de las demostraciones de los resultados obtenidos.

Para el estudio del caso a > 1 donde f,;. posee dos puntos fijos hiperbdlicos se sigue las ideas del
trabajo de Leal, Mata y Ramirez (2018) para identificar el conjunto de Cantor transitivo, usando el
hecho que los puntos fijos son repulsores se determina que la orbita de los puntos fuera del conjunto
de Cantor no son acotadas. para probar que f1;9 es transitivo en los valores del parametroa = 1,6 > 1
y ¢ = 0 se usa la teoria de sistemas alternantes crecientes generada en el trabajo de S. Mufioz (2015).

3. PUNTOS FIJOS Y CONJUNTO ESTABLE

De aqui en adelante se denotard [ = fu.(z) = ax — % +c¢parax # 0,a > 0,b >0yc e R
En esta seccion se usard la siguiente notacion f- = f|(_w.0), f+ = flo400)s Ar = Upse [ 7(0) y
Ry =R\ Ay. El conjunto estable de un punto fijo p es el conjunto:

Wep, f) ={y € Ry - [(f"(y) = p)] = 0, n = +oo}.

Lema3.1. Sia > 1,0 > 0y c € R, entonces existen dos puntos fijos hiperbdlicos repulsores p; < 0
vy p2 > 0 tales que " (r) — —oco, n — +oosix < p;,;y [ () = 400, n — +o0 si x > po.

Prueba. De la ecuacion f(x) = x se tiene que (a — 1) 22 + cx — b = 0, la solucion real de esta
ecuacion existe si ¢ + 4 (a — 1) b > 0, por lo tanto los puntos fijos de f tienen la forma:

—c— /A +4(a—1)b =+ /A +4(a—1)b
2(a—1) Yoo m= 2(a—1) '

P = (3.1

Comoa > 1y f'(z) = a+ l,% > a,Vx # 0,entonces p; < 0,p2 > 0, f'(p1) > 1y fl(p2) > 1.
Esto hace que f(z) > xsiz > po;yque f(y) < ysiy < p;. Seax > p, entonces, la sucesion de
iterados { f™ (x)} es una sucesion creciente y por tanto, f" (x) — 400, n — +oo para todo x > ps.
Analogamente f" (y) — —oo, n — +00, para todo y < p;.

O]

Lema3.2. Sia<1,b>0yc*+4(a—1)b=0 entonces, [ posee un unico punto fijo p tal que:
*p<0y(—o00,p) CW?*(p,f)sic<O
e p>0y(p, +o0) C W?*(p,f)sic>0.

Prueba. De la demostracion del Lema 3.1 (en la ecuacion (1)) y la hipdtesis, el punto fijo tiene la
forma: p = 5-45. Usando el hecho que A +4(a—1)b =0, se tiene que f'(p) = 1. Por otro lado,
f"(x) = =2, paratodo x # 0. Sic < 0, entonces p < 0y f’(z) > 0, Vz < 0 esto significa que
f'(x) < 1,Vz < p. Asi, f(z) > x paratodo x < p. Esto implica que f"(z) — p, n — +ooVz < p.

Si ¢ > 0 entonces, p > 0, f"(x) < 0,Vax > 0 luego f'(x) < 1,V > p. Usando un razonamiento
analogo f" (x) — p,n — +o00V x > p. Sea ha probado que si ¢ < 0, entonces W* (p, f) D (p, +0)

o que si ¢ > 0, entonces (—oo, p) C W* (p, f). O

Publicacion Cuatrimestral. Vol. 7, No. Especial, Diciembre, 2022, Ecuador (p. 300 -310) 303



BASES DE LA CIENCIA

: [?] ] : }l_JNIVERSIDAD REVISTA CIENTIFICA
X fo o SIHCRIIGI0) FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
X ¥ MANABI
*** * * Fundada en 1952 —
L2 8 24

E B ISSN 2588-
Lema33. Sia < 1,b0>0yc®+4(a—1)b >0 entonces existen dos puntosjz 1708 hiperbolicos

p1 < p2 con la siguiente propiedad.:
* Sic> 0, entonces (py,+00) C W?* (pa, f).

» Sic <0, entonces (—oo,ps) C W* (py, f).

Prueba. Parte a, si ¢ > 0, como a < 1, entonces 0 < p; < pg. Yaque f'(x) > 0,Vx # 0y
" (z) <0,Vz > 0sesigue que f'(p1) > 1y f'(p2) < L.

Asi todo = € (p1, .pe). satisface que f"(z) — p2, n — +00. Como f’(p2) < 1 entonces, f(x) < z,
Vx > py esto implica que f"(x) — po,n — +oo para todo = > po. Asi, (p1, +00) C W*(pa, f).
Parte b, es analoga, usando el hecho que [ (z) > 0,V z < 0y f/(x) > 0 para todo = # 0, en este
caso f'(p1) <1y f'(p2) > 1. H

Lema3.4. Sia=1,0> 0yc # 0, entonces f posee un unico punto fijo p tal que f"(x) — +oo,n —
+oo, Ve >p>0sic>0y f"(z) > —oo,n — 400, Vo <p<0sic<DO.

Prueba. La demostracion sigue las misma ideas realizadas en la demostracion del lema 3.1, que en
este caso f’(x) > 1 para todo = # 0. O

4. CONJUNTOS INVARIANTES CAOTICOS Y DINAMICA SIMBOLICA

S, = {0,1}" es el espacio de todas las sucesiones con valores en el conjunto {0, 1}. Un elemento
a € Y, se denotara por a = (apaias, . . .), el espacio ¥y con la métrica

z'a"‘"

es un espacio métrico compactado. La funcion o : ¥y — 35 definido por o (a) = b = (ajay,...),
b; = a;11, Vi > 0, es conocida como la funcion Shift y tiene las siguientes propiedades:

e 0 es continua;
e 0 es transitiva;
* Per(o) (conjunto de puntos periddicos de o) es denso en 3.
Y =%3\{a € :paraalgin j > 0,a;, =0, Vi>joa; =1, Vi> j}. Note que

U (e (0 uo™ (1)) ={a €y :paraalginj > 0,0, =0, Vi>joa; =1, Vi>j},

n>0

donde 0 = (000 ... )y 1 = (111 ... ). Es bien conocido que ¥’ es invariante por o (esto es, o (X) C X),
o' = 0|y es transitiva y Per(c’) es denso en >J'.

Para describir la dindmica de f en el caso a = 1 es necesario verificar que f es una clase de transfor-
maciones estudiadas en S. Munoz (2006) y S. Mufioz (2015), €l considera la siguiente clase funciones
g : R\ {0} — R continua con las siguiente propiedades:
M1) g es creciente en cada cada componente conexa
M2) lim g (z) = —ooy lim g(x) = 400

x—07F z—0~
M3) lim g(z) =+4+occy lim g(z)=—00

T—r—00

r——+00
M4) g(z) — (a) # 0,V & £ 0
Esta clase de funciones con estas condiciones es llamada un sistema alternante creciente (SAC)
Se puede verificar que si g es un SAC entonces, existen 7o < 0y x1 > 0 talque f~(0) = {xo, 71}
También se puede notar lo siguiente:
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Observacion 4.1. De la definicion de SAC se puede extraer las siguientes propiedades:

1. Si g es un SAC entonces, para cada v > x existe una subsucesion n, — -+oo tal que
g™ (z) € (0, x1) para todo k > 1;

2. Si g es un SAC entonces, para cada x < x existe una subsucesion m; — -+oo tal que
g™ () € (xg, 0) para todo k > 1;

Sia > 0yb > 0, entonces del hecho que f'(x) > a para todo = # 0, f satisface M; y M;. Por
la misma naturaleza de f, ella satisface M. Sia > 1y ¢® + 4 (a—1)b < 0 resulta que, f no tiene
puntos fijos por tanto, satisface M. Hora, sia = 1y ¢ = 0 se puede ver también, en este caso, que f
no tiene puntos fijos. Esto significa que:

Observacion 4.2.

Sia<1,b>0yc®+ 4(a — 1)b < 0 entonces, [ es un sistema alternante creciente.
Sia=1,b>0yc=0 entonces, f es un sistema alternante creciente.

Definicion 4.1. (S. Musioz (2015)) Sea g : R\ {0} — R un SAC. Se dice que g es expansivo si
Ay =U,5097" (0) es denso en R.

Notacion R, = R\ A,. Observe que g(R,) = R, lo que significa que la orbita positiva de todo punto
x € R, estd bien definida.

Teorema 4.1. (S. Murioz (2015)): Sea g : R\ {0} — R un SAC. Entonces

1. Unzo g~ " (0) es denso en R si, y solo si, para cualesquiera x # y en R, existe N > 1 tal que
gV(z) - g™ (y) <0
2. g es expansivo si, y solo si, g|r, - Ry — Ry es topolégicamente conjugado con el Shift o'

Teorema 4.2. Sia =1,b> 0y c = 0 entonces f es topologicamente conjugado con al Shift o'

Prueba. Por el Teorema 4.1 item 2, se debe probar que f es expansiva. Para ello, supongamos que
no es expansiva, entonces por el Teorema 1.1 existe z,y € Ry tal que f™(x) - f"(y) > 0n > 1. Esto
significa que

f(x), f"(y) € (0,+00) o f*(z),f"(y) € (—0,0) paratodo n > 1. 4.1)

Por la observacion 4.2, f es un sistema alternante creciente. Existe o > 0 tal que f(z¢) = 0, por
la observacion 4.1y, el hecho que f(0,z1) = (—o0, 0) se tiene que, para todo z € Ry existe una
subsucesion my — +oo tal que f™ (2) € (0,x1), de esto junto con (2) se sigue que, existe una
subsucesion ny, tal que f™* (z), f™ (y) € (0, ;) para todo k& > 1. Por otro lado, existe zo > x; tal
que f(x2) =21y f(z1,22) = (0,21). Sea A = inf{ f'(a) : a € [x1,22]} > 1. Aplicando el Teorema
del Valor Medio (TVM) se tiene que,

|f" () — [ (W) > Alzg — 4

Como f es derivable y el hecho (2) se puede aplicar sucesivamente el Teorema de Valor Medio. Ya
que f'(z) > 1 para todo x # 0 se tiene que, | ™27 (x) — f271(y)| > |f™ (z) — f™ (y)|. Aplicando
TVM nuevamente resulta que, | f"2(z) — ™ (y)| > |f™ ' (x) — f*2~(y)|. Por tanto,

72 (@) = [ ()] = NJas — a4

Realizando este razonamiento sucesivamente a f7* se concluye que | (x) — f™(y)| > \f|zy — 24|
para todo k£ > 1. Esto implica que |f™(x) — f™(y)| — +oo cuando k& — 400 lo cual es una
contradiccion. Asi f es expansiva. [
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Se denota
F:={g:R\{0} =R : gesdeclase C" }
para: = 0,1, 2.

* Una funcion g € Fy es § — CY proximo de f si [g(x) — f(x)| < 0 para todo x # 0

« Una funcion g € Fy es 6 — C! proximo de f siges d — CY proximode fy |¢'(z) — f'(z)| < &
para todo x # 0

Definicion 4.2. Una funcion g € Fi es uniformemente robustamente transitivo si existe 6 > 0 tal que
para todo h € Fy que esta § — C' préximo de g, es transitivo.

Sea g un SAC, entonces existen 2o <y z; > 0 tal que g~ (0) = {zo,21}. Se denota I = [zg, x1],
por la observacion 4.1 para cada x € I\ {0} existe n > 1 tal que ¢"(z) € I. Este hecho hace posible
definir la aplicacion de primer retorno g, : 1 \ {0} — I de la forma:

g,(z) = g () donde n(z)=min{n>1: ¢"(z) € I}.

El siguiente resultado se encuentra en S. Mufioz (2015), muestra que el estudio del comportamiento
dindmico para una funcion SAC se puede hacer por medio de la aplicacion de primer retorno. Ademas,
da una condicién para obtener el fendmeno de robustamente transitivo.

Teorema 4.3. Sea g : R\ {0} — R un SAC de clase C*. Si
1. existec > 1yk > 0tal que g (r) > ko™ ™ y ¢ (x) > 1 para todo x € I\ {0},
2. existe A > 0 tal que ¢'(x) > X para todo x # 0;
3. existe L > 0 tal que M = sup{g'(z) : |z| > L} < 1,
4. 05; > ldondem = inf{g'(xz) : = # 0}.
entonces, g es uniformemente robustamente transitivo.

Teorema 4.4. Si % <a<1b>0yc=0 entonces, | es uniformemente robustamente transitivo y
f|r;, es topologicamente conjugado a o' : X' — ¥'.

Prueba. Laidea de la prueba es verificar las hipotesis del Teorema 4.3. Para ello comenzamos hallan-
do los puntos donde f(x) = 0, esto son zyp = —\/g ya; =4/2

a

Afirmacion: Sea [ = [\/g , \/g] \ 0; f|; la aplicacion de primer retorno satisface la condicion 1 del
Teorema 4.3.
Prueba: Sea x € [— \/g, 0), como % < a < 1 se tiene que para todo = € [— \/g, O)

fl(r) =a+ % > 2a = 2a° (1> > 1 (4.2)
i a

Ahora, siz € [— Lt (ZEl)} = f(z) € (O, \/7} Seax € [f~!(x1),0) tal que existe n(x) > 2 tal
que f"®) ¢ (O, \/ﬂ.Note que, f(:c) —ar—2<-t= o)< f(-L)=-2L+2 < -2 luego

) < f(~2) = —2Lbyz < @ epgeneral [ (z) < — 2% Porotro lado f"*) 1 (z) >
b2 . . an(x)—2 . . b q2n(z)—4 .32
2" esto Junto ala des1gua1dad anterior, E < —%——= esto implica que, ; < *———" luego
W < Ahora
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(4.3)

1 )
Tomando k = a?, 0 = — ademas, de (3) y (4) se sigue la demostracion de la afirmacion.
a

Como f’ () =a + > a para todo x # 0, se verifica la hipotesis 2 del Teorema 4.3. Por otro lado,
como -z — 0 cuando T — +00 0 — —00, existe L > 0 tal que & < 1 — a para todo |z| > L.
Luego

b b
M:{f’(:p) : |JZ|>L}:{6L+; : |x||x|>L}_a+ﬁ<1

lo que verifica el item 3 del Teorema 4.3. El item 4 se sigue inmediatamente pues

:inf{g’(x):a:#O}:{a—l—%:x#O}:a

]

Corolario 4.1. Si% < a < 1lyb > 0entonces, existe co = co(a,b) > 0 tal que fq. es transitiva
para todo ¢ € (—cy, ¢p).

Prueba. la prueba es inmediata ya que f,;. converge unifomente a f,;, cuando ¢ — 0. L]

La teoria para funciones que son un sistema alternante creciente en el caso a > 1 ya no funciona
ya que por el lema 1 f posee dos puntos fijos, justamente una condicion para que f sea un sistema
alternante es que no tenga puntos fijos.

Definicion 4.3. Sea g : R\ {0} — R una funcion continua. Un conjunto A en R es transitivo respecto
a g si g (A) estd contenido en Ny g|a es transitivo.

Definicion 4.4. Sea A un conjunto de cantor invariante para una funcion g : R\ {0} — R de clase
C1, g es uniformemente robustamente transitivo si existe § > 0 tal que para todo h que estd 6 — C*
proximo de g, existe A, C Ry, un conjunto de cantor transitivo respecto a h.

Teorema 4.5. Sia > 1,0 > 0y c € R entonces existe A C |py, p2| un conjunto de cantor invariante
tal que

* f|a es topologicamente conjugado a el shift o : Yo — Y.
* f|a es robustamente transitivo.

Prueba. Por el lema 3.1 existen 2 puntos fijos hiperbdlicos p; y p2 con py < 0 < py. Se denota ¢; =
f7 (o), ‘

= = (1), 1o = [po, qo] y Iy = [g1,p1]. Como f'() = a+5 ytomando A = min{ f'(po), f'(p1)} >
1 resulta que, f'(x) > X para todo x € Iy U I. Ademas, f(1y) = [po,p1] y f(I1) = [po, p1]. Lo que
significa que [y, [ y f satisfacen las hipotesis del teorema 4.1 de J. Aaronson y Society (1997) por
tanto,

A= ﬂf [IoU L],

n>0

Publicacion Cuatrimestral. Vol. 7, No. Especial, Diciembre, 2022, Ecuador (p. 300 -310) 307



BASES DE LA CIENCIA

A - B ITJNIVERSIDAD REVISTA CIENTIFICA
3 X ME\CI\[I\KEIA L FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
***** h ***** Fundada en 1952 - S

. 0 Q , EDICION ESPECIAL - ISSN 2588-0764 o
es un conjunto de Cantor invariante y ademas, f|y es topologicamente conjugado al shift

O g — 2.

Faltaria probar que f|, es robustamente transitivo.

Nuevamente del hecho que f'(z) = a+ % existe k > 1 tal que f’(z) > k paratodo x € [po, p1] \ {0}
por tanto, existe § > 0 con d < k — 1 tal que para todo g € F; que estd 5-C" proximo a f se tiene que:

* existe dos puntos fijos hiperbdlicos para g denotados por p_, p. conp_ < 0 < py;
* existe 0 > 1 tal que ¢’(x) > 1 paratodo = € [p_,0) U (0, p].

Sea g una funcién 6-C* préximo a f. Se denota 9 = ¢g-' (py) < 0,71 = g7 ' (p_) > 0, I =
[p—,z0] y Iy = [x1,p4], g restricto a [y U I3, satisface la hipotesis del Teorema 4.1 de J. Aaronson
y Society (1997). En consecuencia

A* = ﬂ g—n (]0 @) Il)

n>0

es un conjunto de Cantor y g|5, es topoldogicamente conjugado al shift o : >3 — 35 esto implica
que g/, es transitivo lo que prueba que f|, es robustamente transitivo. [

5. CONCLUSION

* Del hecho que f|r, sea topoldgicamente conjugado al shift o’ : 3 — X3, para los valores del
parametro en los casos (a) a = 1,0 > 0yc =0y () <a <1,b>0yc € (—cy,co) para
algan ¢y > 0, se concluye que f es transitivo y Per (f) es denso en R. Ademas, para ambos
casos f posee puntos periddicos de todos los periodos mayores e iguales a dos. La existencia
de puntos fijos elimina la opcidn de conseguir transitividad.

* Enelcasoa = 1,b > 0y c # 0 se prueba que f|r, es topologicamente conjugado al shift
o* : X5 — X% en este caso o* es transitivo y Per (0*) es denso en 5. Por la conjugacion
topologica se concluye que f|g, es transitivo y Per (f) es denso en R. Ademas f posee puntos
periddicos de todos los periodos.

* Para los pardmetros a < 1, b > 0y ¢+ 4(a—1)b = 0 del lema 3.2 existe un unico
punto fijo p tal que si ¢ < 0 entonces, p < 0y (—oo,p] C w?®(p, f). Ahora, considere
A=\, f" (p,+00] C W?(p, f). Se concluye que:

Ay UW?(p, f) =Ry

Pregunta 1: (a) ;Como es la estructura topologica de A, ?, (b) Existe alguna codificacion en
término de algin subconjunto transitivo X (a, b, ¢) C X, respecto al shift o.

Sic > 0entonces p > 0y [p,+00) C W*(p, f). Considere A_ = (),~, f " ((—o0,p]). Se
concluye que A_ U W?* (p, f) = Ry. -

A_ es un conjunto invariante no acotado pues f" (p) € A_,Vn > 0y fZ"(p) — —o0
cuando n — +00.

* Paraa > 1y b > 0 por el teorema 4.5 existe A C R un conjunto de Cantor positivamente
invariante, que gracias a la conjugacion topoldgica con el shift o, f|, es transitivo y Per (f) es
denso en A.
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+ Siguiendo la definicion de Caos segiin Devaney. Se concluye que para los parametros conside-
rados en los items (1), (2) y (4) anteriores f exhibe un comportamiento cadtico.

 Es importante destacar que el caso a = 1y ¢ # 0 no fue considerado en este trabajo. En este
caso f tiene un tnico punto fijo p hiperbolico repulsor, donde la sucesion de iteradas f™(z) de
un punto x en (—oo, p) sic < 00 (p, +o0) si ¢ > 0, converge a infinito. Lo que deja abierta la
siguiente interesante pregunta: Existe un conjunto invariante no numerable cuya dindmica sea
cadtica en el complemento de (—oo, p) 0 (p, +00)?
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