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RESUMEN

En este trabajo hacemos un estudio de los resultados sobre las propiedades de los polinomios de Hermite. Estos polinomios
forman una familia de polinomios ortogonales respecto a la medida gaussiana y es un sistema cerrado. Presentamos las
propiedades basicas hasta introducir la convergencia de series Fourier-Hermite. También presentamos una definicion para
polinomios de Hermite con cierto parametro, como una extencion de estos polinomios en la forma clasica, motivando a
estudiar a los polinomios de Hermite complejo y sus propiedades.

Palabras clave: Polinomios de Hermite, Hermite complejo, convergencia en serie.

ON THE HERMITE POLYNOMIALS AND THEIR SERIES
CONVERGENCE

ABSTRACT

In this paper we make a study of the results on the properties of the Hermite polynomials. These polynomials form a family
of orthogonal polynomials with respect to the Gaussian measure and it is a closed system. We present the basic properties
until we introduce the convergence of Fourier-Hermite series. We also present a definition for Hermite polynomials with a
certain parameter, as an extension of these polynomials in the classical form, motivating to study complex Hermite poly-
nomials and their properties.

Keywords: Hermite Polynomials, Complex Hermite Polynomial, convergence in series.
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SOBRE OS POLINOMICOS DE HERMITE E SUA CONVERGENCIA DE SERIE

RESUMO

Este trabalho fazemos um estudo dos resultados sobre as propriedades dos polindmios de Hermite. Esses polindmios
formam uma familia de polindmios ortogonais em relacdo a medida gaussiana e ¢ um sistema fechado. Apresentamos as
propriedades basicas até introduzirmos a convergéncia da série de Fourier-Hermite. Apresentamos também uma definigdo
para polindmios de Hermite com um determinado pardmetro, como uma extensdo desses polindmios na forma classica,
motivando o estudo de polindmios complexos de Hermite e suas propriedades.

Palavras chave: Polindmios de Hermite, Complexo de Hermite polindmial, convergéncia em série.
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1. INTRODUCCION

Este articulo esta dedicado a los polinomios ortogonales de Hermite. La ortogonalidad se entiende en
el marco de espacios de Hilbert de funciones reales integrables al cuadrado respecto a la medida gaus-
siana du(z) = e~**dz sobre R. Un primer enfoque, muy sencillo, lo obtenemos partiendo del hecho
que la medida gaussiana sobre R es tal que las funciones z" son integrables, entonces el proceso de
ortogonalizacion de Gram-Schmidt nos proporcionara una familia de polinomios ortogonales, que nos
permite definir los polinomios ortogonales de Hermite.

Comenzaremos este trabajo con el material preliminar para tratar la ortogonalidad de los polinomios
de Hermite. Estudiamos los resultados basicos sobre los polinomios de Hermite. Observemos que mu-
chas propiedades de los polinomios de Hermite son solo una consecuencia desde un punto de vista
funcional abstracto. Por ejemplo, el hecho de que satisfagan una féormula de recurrencia lineal de tres
términos (como la sucesion de Fibonacci) se puede obtener simplemente de la relacion de ortogonali-
dad. Ademas, lo contrario obtenido por Favard es cierto: en condiciones muy generales, una sucesion
de polinomios que satisfacen tal tipo de formula de recurrencia son ortogonales con respecto a alguna
medida de Borel.

Se pueden obtener propiedades mas generales en un marco muy general. Para los polinomios de Her-
mite, la medida que los hace ortogonales viene dada por una funcién de peso positiva continua e~
en el intervalo (—oo, 0o0). Este hecho tiene consecuencias sobre la distribucion de los ceros de los
polinomios de Hermite (Kuijlaars y Milson, 2015) y puede ser usado para propdsitos especiales en
interpolacion.

Otra consecuencia es que los polinomios de Hermite satisfacen una ecuacion diferencial tipo Sturm-
Liouville. En general, a las soluciones de un problema homogéneo de Sturm-Liouville se les puede
dar la estructura de espacios de Hilbert con una base ortogonal natural formada por funciones pro-
pias (no necesariamente polinomios). Eso es algo que se hace con herramientas de Analisis Funcio-
nal, s6lo vamos a presentar la ecuacion diferencial en casos particulares. Otra técnica que se puede
aplicar a la familia de polinomios ortogonales de Hermite es obtener su funcion generadora, es de-
cir, una funcion de dos variables G(z;t) = >~ a,H,(x)t" de una forma muy sencilla. Se pue-
de establecer la equivalencia entre la ortogonalidad, la recurrencia y las relaciones diferenciales pa-
ra una familia de polinomios. La funcién generadora puede ayudarnos a vincular las varias formas
alternativas de introducir una familia de polinomios ortogonales. También existe una expresion, la
llamada féormula de Rodrigues, que nos permite obtener los polinomios de Hermite por derivacion.
H,(z) = (—1)”63”2;;—2(6_5’32), n=0,1,2...

Los polinomios de Hermite forman un sistema ortogonal cerrado de L2(R, e~*"dz) , ver (Szego, 1939)
y por lo tanto, el siguiente paso es definir los desarrollos en series de Fourier Hermite y estudiar su
convergencia en norma.

Finalmente, presentamos la familia de polinomios de Hermite complejo y algunas propiedades. Estas
extenciones aparecen de manera natural si cambiamos el diferencial cldsico por los operadores dife-
renciales de Cauchy y tiene sentido, en este caso, obtener las formulas que cumplen todas las familias
de polinomios ortogonales, tales como la formula de Rodrigues o la funcion generatriz.

1.1. Definicion de los polinomios de Hermite

Se considera la base de los polinomios 1, x, #2, ... donde se tuvo la ortogonalizacion gracias al método
de Gramm Schmidt respecto a la medida gaussiana dux = e~ dz sobre el intervalo (—o00, +00), para
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funcmnes en el €spacio

LR, e *dz)=f:R—>R: / F(x)e ™ dr < oo
con el producto interno definido para f, g € L2(R, e *"dz) por

(f, 9) = /_Oo fla) g(x) e da.

se obtuvo la siguiente familia de polinomios ortogonales

ho([E)Zl

1 [T 2
hi(z) =2 — — lteVdt =x

hi J_ o

1 OO X > 2 1
h — 2 = 12_2d e 2 —zd:2__
o(z) =2 hlz/_ooxe x s _Ooa::ce r=2" -7

ho(z) = 2" — ; <::7<2> (", hy(t))

Donde se define los polinomios de Hermite como la familia de polinomios ortogonales
H,(z) =2"h,(z).

Sus seis primeros polinomios de Hermite son:

Ho(z) =1
Hi(x)=2

Hy(z) =4

Hs(z) = 82° — 122
Hy(z) = 162" — 482* + 12

Hj(x) = 322° — 1602° + 120z

Hg(x) = 642° — 4802 + 7202% — 120

La formula de Rodrigues, permite definir a los polinomios ortogonales con una féormula explicita y
sencilla
Se define a los polinomios de Hermite, con la formula de Rodrigues, por

22 d" 2

H,(z) = (—1)"e o (e™™), n=20,1,2... (1.1)

1.2. Ortogonalidad de los polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite son un sistema ortogonal en L?(RR, e‘xQda:), con un calculo directo, se
probo que

/ ¢ Hy () Hyp (2)d(z) = /T2 6, n,m=0,1,...

[e.e]
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1.3. Funcion Generatriz de los polinomios de Hermite

Los polinomios ortogonales son caracterizados por la funcién generatriz, esta propiedad puede ser
usada para definir a una familia de polinomios ortogonales. En el caso de los polinomios de Hermite,
utilizando la formula de Rodrigues, se pudo obtener la funcidon generatriz a partir de la funcion

Gz, t) = e’ e (-0 = 2to—a? (1.2)

Para obtener la expresion de la funcidon generatriz para polinomios de Hermite, se encontr6 el desarro-
llo en serie de Taylor de cada lado de la igualdad (1.2), igualando término a término se pudo definir
la féormula deseada gracias a la fomula de Rodrigues, es decir

n B"G

- An n = 8(t z) r= n
G(z, t) = Z ey Z =y
n=0 n=>0
donde
oG oG
A, = = (=1)"
oz s (=1) It —z)n 2—0
2 6”6‘“‘1)2 2 d"” 2
_ 1 1\n o n t —t
=e" (—1) = i (—1)" e H,(t)

Asi que la funcion generatriz de los polinomios de Hermite es

G(t,z) =2 = Z Hn—gt)x” (1.3)

1.4. Formula de recurrencia de los polinomios de Hermite

Las formulas de recurrencias son una herramienta 1til al momento de trabajar con polinomios ortogo-
nales. A partir de la funcidon generatriz (1.3), se derivé con respecto a ¢, se obtuvo una férmula para la
derivada de los polinomios de Hermite:

Qtz x?

n=0

Al término de la derecha se remplazé por la serie de potencias y al de la izquierda se lo reordend de
modo que sea potencias de n + 1 y poder igualar término a término, se tuvo que

- Hn<t) n+1 ! H7/1+1( ) n+1
QZTm :Ho(t)—l-me
n=0 n=0

y por lo tanto
H,, (1)

) =0y 2M.(1) = LM

(1.4)
Luego a la funcion generatriz (1.3), se la derivo con respecto de z, obteniendo la formula de recurrencia

a tres términos.
o0

Ha(t)
n!

n—1

(2t — 2z)e®* " =
n=0
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Se escribi6 el lado izquierdo reemplazando por (1.3), donde se pudo definir a fas series para que sean
potencias de " y poder igualar término a término, obteniendo

S Hn(t) n = Hn—l(t) no__ - Hn-l—l(t) n
Comparando los coeficientes, se obtuvo que
H,1(t) — 2tH,(t) + 2nH,_1(t) = 0, paran =0, 1, 2,... (1.5)

Se combind (1.4) y (1.5), donde se obtuvo

Hya(t) = 2tH,(t) — H,(¢)

1.5. Ecuacion de Hermite

Las férmulas de recurrencias proporcionan las ecuaciones de Hermite de orden n, es decir, los poli-
nomios de Hermite son soluciones de las ecuaciones de Hermite:

y" — 2xy’ + 2ny = 0, y = H,(x)
g (1.6)

=@2n+1-2%2=0, z=e"2H,(z)
Equivalentemente, se puede decir que H,, es una auto funcion del operador oscilador armoénico

1 d? d

2dz2  Tdx

asociada al auto valor —n
2. SERIES DE POTENCIAS FOURIER-HERMITE

Los polinomios de Hermite normalizados respecto a la medida du(z)dx = e~*"dz, los denotamos por

1
hp(z) = Wﬂn(x)

Es claro que los polinomios de Hermite normalizados satisfacen propiedades similares a los polino-
mios de Hermite.
Dada una funcién f € L'(R, e~*"), se define su coeficiente de Hermite-Fourier por

(ﬂwaz/ff@mawafmpﬁﬁhw

Su desarrollo en polinomios de Hermite es
Sf@) = Fa(k)hi(x)
k=0

y la suma parcial n—ésima se define por
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Con un proceso estandar, usando la férmula de Christofell-Darboux, se obtuvo una representacion
integral para las sumas parciales

S f(x) = / " Dule, 9 fy)e P dy

donde D,, es el nucleo de Dirichlet-Szeg6, dado por la formula

. 14 1\ hogr (@) (y) = () By

Dufi,3) = sumf_yf(ainy) = (34 ) Pttt = B0
r—Yy

Los polinomios de Hermite son densos en Lp(e_x2 dx)paral < p < co. Pollard (1948) demostro que

Teorema 2.1. Si f € L'(e*"dz), entonces S, f converge en LP(e~*"dx), es decir,

/ " Suf(@) — fl@) e d 0,

siy solo sip = 2.

Cuando p = 2 es el caso conocido por la Teoria de Espacios de Hilbert.
Por el principio de acotacion uniforme se pudo ver que la condicién de convergencia en LP(u),
du(z) = e=*"dzx de las sumas parciales es equivalente a la acotaciéon en LP (e~ dx):

Sufpu < Cpfppu
Luego Askey y Wainger (1965) pudo sacar su conclusion que si
g2 a2
(Snf)e ™2 < Cpfe ™2,

se cumple solosi4/3 < p < 4.
Este resultado propuso el estudio de desarrollos en funciones de Hermite, definido como

Ho(z) = hn(:c)e’””2/2

Muckenhoupt (1970).

3. POLINOMIOS DE HERMITE COMPLEJO

Una extension de los polinomio de Hermite real H,,(z) son los polinomios de Hermite complejo

H,,(z,Z).(Ali, Bagarello y Honnouvo, 2010) para z = = + iy € C, z, y € R, definidos por

Hyy (= %) = (~17 16 5201 ()

donde 0, y 05 se definid por

0 _1(0 0 o9
@_é_z(ax“ay)’ r=-t

Para p < 0 0 ¢ < 0 definimos H, ,(z,%z) = 0.
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Los polinomios de Hermite complejo se pueden expresar en t&rminos de 1os polinomios de Hermite

real H,(x) como

(]

i p+q P q .. H. k(x) H —‘—k(?J)
H,,(z,z) =pl¢ <—> )Ptk 0t e
pa(2:%) 5 ;]H( ) T O k]

Ellos constituyen una base ortogonal del espacio de Hilbert L? ((C, e dxdy)
/ / Hpn(2,2)e = dady = TOpmOqnplq!

4. FUNCION GENERATRIZ PARA HERMITE COMPLEJO

Sean las siguientes funciones generatrices:

a)
um - n _uz
MHm’"(Z’ Z)=(z—u)"e
m=0
a’)
= V" p_VZ
Z HH"“”(Z’ Z) = (z —v)Pe
n=0
b)
S H(z, 7) = e (.1
= m! n! ’

Se tienen que estas identidades son validas para todo u, v, z complejos. Ghanmi (2013)

Se definio las funciones de Hermite complejas por
_ 22 _
Hpq(2,Z) =€ /2Hp q(2,%)
4.1. Formula de recurrencia complejo

Para esta propiedad se tuvo en cuenta que 9, y con su conmutacion (—0, + 9z)”, podemos tener

0,Hy,,(2,2) =0, (=0, + 2)? (2)"

aplicando conmutatividad quedo

(=0, +2)70, (2)" =pHp_1,4(z,2)

analogamente se tuvo

0,Hy,,(2,2) =0, (=0, +2)" (2)1

(=0, +2)"0.(2) " =pHp4-1(2,2)
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Se reescribido como:

(_az + 2) aZHQ7p = qu,]H

Estos H), , son autofunciones de ecuaciones diferencial de segundo orden, del operador de tipo Lapla-
ciano, donde las relaciones estan definidas en Ghanmi (2013).
Donde se realizo algunas cuentas y la ecuacion quedo.

Hyi1q (2,2) = (Z_q) (=0: + Z)Hp =(=0:+2) Hy, (z—2) = —0:Hp g+ 2Hp .

4.2. Polinomios de Hermite generalizados

Liu (2020) estudia los polinomios de Hermite definidos a partir de la formula de Rodrigues en la forma
clasica.

En la siguiente demostracion, se empezo6 partiendo de los polinomios de Hermite en la forma real,
donde se defini6 la generalizacion de los polinomios de Hermite, y asi llegar al desarrollo en serie
Fourier-Hermite en los complejos.

H U 42
n = (=1\"e 2 ( —7> .
(2) = (~1)e T o (e (42)
cuyas propiedades fueron ampliamente estudiadas y sus propiedades analizadas en Szego (1939). En
este trabajo se estudid las propiedades de una familia de polinomios de Hermite ortonormales con
respecto a la distribucion normal con densidad

2

(2ma)te %, a#0

Se pudo definir al polinomio de Hermite generalizado por

H(z) = o™/2H, (%) (4.3)

Como la funcidn generatriz para los polinomios de Hermite clasicos es

i Hol®) o cp (20t — #2)

n!

n=0

Esto permitio obtener la funcion generatriz de los polinomios H;,

oo Ho 00 H L
2 ’;L(!x)t” :; <'f> (Vat)" = exp (22t — at?) (4.4)

De la funcion generatriz (4.4), se obtiene

ut ™ P\ 110 P\ Yt (y—2) ) —a(u+0?
;%HQH" <y+§> Hon (y_§> = el (4.5)

2y(u+v)+p(u7v)fa(u2 +v2)

Para simplificar las cuentas se pudo definir la funcién de Hermite generalizada por

h(z) = 6_3”2/2C“Hff(x) (4.6)
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Donde h{ esta definido como los polinomios de Hermite genera iza

Se considerd la funcion

v(f, 9)(p.q) = (%) : /+OO eVl f (y + g) g (y - g) dy

En particular

1
1\2 [ . wt+8)? (-5
v (hpy, hy)(p,q) = (g) / N (y+§> Hy (y—§> dy
—0 (4.7)

1
1\2 p [ . 42
= (5;) o Em (e ) (o)

Luego la combinacion de (4.5) y (4.7), dio como resultado

ZZ F%V (hys b)) (p-q)

n=0 m=0
1
L\2Z 22 [T 2 (e _
_ (_ e fa e~ & T, a(u +v )+2y(u+v)+p(u v)dy

—00

2 24 2)+ ( ) +oo u? )
G—Ee—a(u v p(u—v G_E—Hy(ﬁ_ y(u+v)dy
—00

1
1 too
_ (i) 2 e_éefa(u2+v2>+p(ufv) / 6—%+(2(u+v)+iq)y dy

o0

1
C i ‘“(“2“’2)*1’(“_”)(aw)l/zeaw

27

2 2 2

B —
2

oo 00 m 1
>3 S ) pa) = () e SE S qay

2

Z Z U—.v—y (he he) (2.2) = (2) Peie 4 u(p + iaq) — v(p — iaq)i + 20uv (4.9)

0o 00 1
(G a o _ a2 22 2auvtuz—vz
SO k) (22) = (5) e e

Aqui se pudieron deducir los resultados clasicos, como en los siguientes corolarios:
Sipara todo ¢ € R, se tiene

+oo , it it it
Ho(y)Hy(y)e V" dy = (—1)"/7 2" Hmn(—Z—, —>
. (y)Hu(y) y=(-1)"Vm , 5 7
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El Corolario 4.2 se obtuvo cuandop =0y o = 1.
Sipara todo ¢ € R, se tiene

oo t < t) 2 mtn t ot
Holy+=z)H,(y+<=)e ¥V Wdy=(-1)" 7r2szn(—, —>
IEAGHIAGE v= Ve e\ 5 s
El corolario 4.2 se tiene cuando g =0y o = 1.
Los polinomios de Hermite complejo H,, ,, forman una base ortogonal del espacio de Hilbert L?(C, dz)

El desarrollo en serie de Fourier-Hermite para una funcion f(z,%) fue definida sobre C, donde tuvo
la forma

f(Z, E) ~ i Cn,mHmm(Z? 5)

n,m=0

donde . N
N 2
Cnm = W/oo /OO f(z,2)Hmn(z,2)e”* dady

para funciones medibles f(z, Z) con

/ / f(z,7)e ™ dady < oo,

cuando se cumple que

oo o0 N
. _ N 2 .
A}glgo /OO /OO f(z,2)— g CnmHnm(z, Z)e”* dxdy = 0.

n,m=0

5. CONCLUSIONES

En relacion a los objetivos planteados en la presente investigacion se tuvo que:

* En esta familia de los polinomios ortogonales clasicos de Hermite, con las caracteristicas prin-
cipales en la formula de recurrencia a tres términos que permitié deducir a los polinomios de
Hermite como solucion de la ecuacion diferencial de Hermite.

* Los polinomios de Hermite normalizados tienen propiedades similares a los polinomios de Her-
mite cldsicos, que dada una funcidn en un espacio define su coeficiente de Hermite-Fourier con
su desarrollo en suma parciales y gracias a la férmula de Christofell-Darboux se puede obtener
una representacion integral por principios de acotacion.

 Las extensiones al plano complejo al cambiar el diferencial en la formula de Rodrigues por los
operadores de Cauchy, se obtuvo asi propiedades como la formula de Rodrigues o la funcion
generatriz en dicho espacio.
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