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RESUMEN

Este trabajo presenta una introduccion a los esquemas del tipo Modified Patankar Runge-Kutta (MPRK), los esquemas
numéricos MPRK resuelven sistemas de Produccion Destruccion positivos y conservativos. Se presenta las principales
propiedades de los esquemas MPRK y en particular se detalla el esquema de segundo orden de dos etapas denominado
MPRK22, para luego introducir una modificacion del esquema MPRK22 y presentar un nuevo esquema de segundo orden
haciendo una combinacion convexa de los pesos Patankar Weight Denominators (PWD). Los resultados son confirmados

por experimentos numéricos considerando un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal.

Palabras clave: Conservativos, Modified Patankar Runge-Kutta (MPRK), Patankar Weight Denominators (PWD), Siste-
mas de Produccion-Destruccion.

MODIFIED PATANKAR RUNGE-KUTTA SCHEME USING CONVEX WEIGHTING OF
THE PATANKAR WEIGHT DENOMINATORS

ABSTRACT

The following presents an introduction to the modified patankar rungekutta schemes, which are known as numeric schemes
that solve systems of production destruction positives and conservatives. It will show the main properties of MPRK
schemes, in particular it stands out the second order schemes of two stages known as MPRK22. Further, it would intro-
duce a modification of the MPRK22 scheme, and show a new scheme of second order by completing a convex combination
of the Patankar Weight Denominators (PWD).

Keywords: Conservatives, Modified Patankar RungeKutta (MPRK), Patankar Weight Denominators (PWD), Systems
of production destruction.
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ESQUEMA DE TIPO PATANKAR RUNGE-KUTTA MODIFICADO USANDO UMA
PONDERACAO CONVEXA DE DENOMINADORES DE PESO PATANKAR

RESUMO

Este trabalho apresenta uma introdugdo aos esquemas do tipo Modified Patankar RungeKutta (MPRK), o As solugdes
numéricas MPRK resolvem sistemas de Destrui¢do de Produgéo positivos e conservadores. Apresenta os principais pro-
priedades dos esquemas MPRK e, em particular, o esquema de segunda ordem de dois estagios chamado MPRK22, para
entdo introduzir uma modificacdo do esquema MPRK?22 e apresentar um novo esquema de segunda ordem fazendo uma
combinagdo convexa dos Denominadores de Peso Patankar (PWD). Os resultados sao confirmados por experimentos nu-

méricos considerando um sistema de equacdes diferenciais ndo lineares.

Palavras chave:Conservadores, Denominadores de Peso Patankar (PWD), Modificados Patankar Runge Kutta (MPRK),
Sistemas de Produ¢do Destrui¢ao.

Citacion sugerida: Villavicencio,J., Gonzalez, G. (2022) Esquema del tipo Modified Patankar Runge—
Kutta utilizando una ponderacioén convexa de los pesos Patankar Weight Denominators. Revista Ba-
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1. INTRODUCCION

Muchos problemas de ciencia e ingenieria involucran sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias (EDO), que se dan en forma de los sistemas de produccion-destruccion (SPD) (Avila y cols.,
2021). Algunas EDO tienen “leyes de conservacion”, un ejemplo tipico es la conservacion de la ener-
gia (Shampine, 1999).

Se considera para el presente trabajo los sistemas de produccion-destruccion de la forma:

dy;
dt

(t) :Pz(y(t)) _Di(y(t))v i=1,..,N, (D

con valores iniciales y;(0) = y? parai = 1,..., N, dondey = (y1,...,yn)? denota el vector so-
lucién, que depende del tiempo ¢. Los términos produccion P; y los términos destruccion D; son no
negativos, es decir P;, D; > 0 parai = 0..., N. Los términos de produccion y destruccion se escriben
de la siguiente manera:

N N

Piy) = pi(y), Di(y) =) di(y), 2)
Jj=1 Jj=1

donde, d;;(y) > 0 es la velocidad a la que el i-ésimo componente se transforma en el j-ésimo com-

ponente, mientras que p;;(y) > 0 es la velocidad a la que el j-ésimo componente se transforma en el

1-€simo componente.

Cuando se resuelve numéricamente un problema modelado por un sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias (EDO) y el esquema numérico devuelve aproximaciones negativas, los resultados

numéricos son incorrectos (Shampine y cols., 2005), en base a eso consideramos SPD positivos y

conservativos. Los SPD tienen muchas aplicaciones en la vida real, razon por la cual usaremos las

siguientes definiciones (Kopecz y Meister, 2018a):

Definicion 1. E/SPD (1) se llama positivo, si valores iniciales positivos y;(0) > 0 implican soluciones
positivas y;(t) > 0 para i = 1..., N, para todos los tiempos t > 0.

Definicion 2. E/ SPD (2) es llamado conservativo, si para todo i,j = 1, ..., N, dondey > 0, se tiene
pij(y) = di;(y). Ademas se dice totalmente conservativo si p;;(y) = d;;(y) = 0 se mantiene para todo
y>0,yi=1,.,N.

Siun SPD es positivo y conservativo, a menudo es esencial mantener estas propiedades numérica-
mente, ya que ignorar la conservacion puede causar la acumulacion de grandes errores a lo largo del
tiempo. Se remite a los lectores a los articulos de revision (Burchard y cols., 2003) para obtener mas
detalles. Las aproximaciones negativas pueden conducir a soluciones numéricas sin sentido, consulte
(Shampine, 1986) para detalles. En estos casos, los esquemas numéricos que son incondicionalmente
positivos y conservativos son ventajosos.

Se va a asumir de ahora en adelante que los SPD serdn totalmente conservativos y positivos. La
siguiente definicion es para que un esquema numérico cumpla la propiedad de positividad y conser-
vacion (Kopecz y Meister, 2019).
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Definicion 3. Sea y" denotada como una aproximacion de y(t") en el nivel de tiempo t". El método
de un solo paso

Y =yt A0yt y L A,

donde ® es una funcién cualquiera que relaciona t", y", y* ™, At.
El método es llamado incondicionalmente conservativo, si:

para todon € Ny At > 0.

Es llamado incondicionalmente positivo si garantiza y**' > 0 para todo At > 0y y™ > 0.

Sip;; = d;; # 0 paraalgunos i € 1,..., N en (2), puede ser escrita de la siguiente manera:

N N
F(y) = Di(y) = D (ig(y) = dis(¥) +pialy) = dia(y) = > (0 (y) = dig(y)).
J=1ig#i -0 J=Lig#i
Configurando pi; = pij, dij = dij, parai # j y pi = dg; = 0, obtenemos:

N

P(y) = Di(y) = >_(Bis(y) — dis(y)).

Jj=1

Si un SPD es conservativo, la suma de sus constituyentes " | y,(t) permanece constante en el tiem-
po, ya que tenemos:

% Db =2 () = Diy)) = 3 (piy(y) = dis(¥)) = 3 (uy) = dsi(y)) = 0.

i=1

Existen muchos casos de interés practico que se pueden modelar mediante problemas de valor
inicial positivo, como ejemplos tipicos se mencionan los problemas de reaccion, difusion y adveccion
o una mezcla de ellos,donde las incognitas son cantidades similares a concentraciones que también
son positivas por su naturaleza fisica. Muy a menudo, se requiere la solucion numérica de estos para
reflejar rigurosamente la propiedad fisica, por lo que se necesita investigar los métodos numéricos
aplicados a estos problemas y determinar si cumplen con preservacion de la propiedad de positividad
(Horvath, 2005). Existen varias obras que confian en la idea de realizar combinaciones convexas, es
decir: primero se prueba la propiedad de conservacion de la positividad para el esquema directo de
Euler explicito de primer orden y luego obtener un esquema de orden superior en base al tiempo,
mediante el uso de la discretizacion de tiempo Runge-Kutta (RK) (Huang y Shu, 2019). El esquema
Modificado Patankar-Euler y el Modificado Patankar Runge-Kutta fueron introducidos en (Burchard
y cols., 2003) para garantizar la conservacion y la positividad de la solucién numérica de un PDS con-
servativo y positivo. Ambos esquemas son miembros de la clase mas general de esquemas Modified
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Patankar-Runge-Kutta (MPRK) (Kopecz y Meister, 2018a).
El esquema modified Patankar-Euler es definido por:

N yﬂ+1 n+1

y;H_l = yzn + Atz (plj(yn) jn - dl](yn)yZ n ) ) L= 17 "'7N7

st Y; Yi

es incondicionalmente positivo y conservativo de primer orden de exactitud. Se le entiende como
una modificacién del método de Euler explicito, en el que los términos de produccion y destruccion
se ponderan de manera que se asegure la positividad incondicional y la conservacion de la solucion
numérica. Se observa también que se pierde la explicitud del esquema de Euler y se requiere la solucioén
de un sistema lineal de tamafio Nx/N para obtener la aproximacion en el siguiente nivel de tiempo;
incluso cuando el SPD no es lineal, solo se debe resolver un sistema lineal.

El esquema Modified Patankar-Runge-Kutta de segundo orden esta definido por:

@ - Y y
u =yl A py(y) e - dy(yh) s |
j=1

Y; Yi

1 At & 2 vt o Y
v = S 0 | ) () T — () s ) Py |
Yj

j=1 i
parat =1, ..., N,y se ha probado que ha sido satisfactoriamente aplicado a varias aplicaciones biold-
gicas de la vida real (Kopecz y Meister, 2018Db).

2. ESQUEMA MODIFICADO PATANKAR-RUNGE-KUTTA

Un método explicito de Runge-Kutta de £ etapas para la solucion de una ecuacion diferencial or-
dinaria y'(t) = f(¢,y(t)) viene dada por:

k—1
y(k) :yn+Atzakvf(tn+chtay(v)>v k=1,..s,

v=1

Y=yt ALY b f (1 ety ™)

k=1
Este método se caracteriza por sus coeficientes ag,, by, cp parak = 1,....,s,v = 1,....k — 1, se lo
puede representar mediante la tabla de Butcher.

cl A
b

con A = ()=t s, € = (c1,...., )T y b = (by,...,bs). Aplicandola en (1), el método se
expresa de la siguiente manera:

k-1 N
o =gl Ay an Y (py ) —dy ) k=1, ©)
v=1 j=1
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s N
gt =y A b (™) - di(y™)) (4)
k=1 j=1

Laidea de los esquemas modificados Patankar-Runge-Kutta es adaptar esquemas explicitos de Runge-
Kutta de tal manera que se vuelvan positivos independientemente del tamafio del paso de tiempo At
elegido, mientras mantienen su propiedad inherente de ser conservadores. Un enfoque para lograr la
positividad incondicional es el llamado truco de Patankar, que consiste en modificar (4) agregando

una ponderacion de los términos de destruccion como (Kopecz y Meister, 2018a):

N

s n+1

k=1 j=1

de donde se obtiene

s N
i + At Z bk Zpij(y(k))
Jj=
1+AthkZdw /Uz

Por lo tanto, si 37, los pesos by para k = 1,..., s y o; son positivos, asi es y"t'. La idea central del
truco de Patankar es multiplicar los términos de destruccion con pesos que comprenden 3! como
un factor en si mismos.

Ponderando solo los términos de destruccion resultara en un esquema no conservador; por lo tanto, los
términos de produccion también deben ponderarse. Como tenemos d;;(y) = pj;(y), el peso adecuado
para pij(y(k)) es y; "1 /. (Kopecz y Meister, 2018a)

De lo anteriormente mencionado en (Kopecz y Meister, 2018a) presentan la siguiente definicion.

n+1
Yi

Definicién 4. Dada una matriz de Runge-Kutta no negativa A = (a;;); j=1,. s, ponderaciones no

negativas by, ...,bs y 6 € {0,1}, el esquema

1111

k-1 N y(k) y(k)
u =y ALY kY (pu YL = 0) + piy(y") =50 — dig (y"*) (k)>7 5)
v=1 j=1 7T] i
s N yn+1 yn+1
= ALY by (m (Y= —dy (y"”)za—,) (6)
k=1 j=1 J v

(k)

yo;,m;  sonfunciones realesparak =1, ...,sy1 =1,..., N, se llama esquema modificado Patankar-

Runge-Kutta (MPRK) si:

1. 7ri(k) v 0; son incondicionalmente positivos parak = 1,...,syi=1,...,N.

(k)

2. 7rz-(k) es independiente de y;"’ y o; es independiente de y}"' parak =1,....,syi=1,....N.

Las ponderaciones 1/o; y 1/ 7r§k) se denotan PWD por sus siglas en inglés (Patankar Weight Deno-
minators).
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Las siguientes observaciones comentan sobre los parametros libres en la definicion de esquemas
MPRK. El parametro § € {0,1}, sien (5) 6 = 1, el esquema es conservativo y si & = 0, el esquema
no es conservativo. En este trabajo consideramos § = 1.

Se necesita que o sea independiente de ¢! para asegurar la positividad y la linealidad implicita
del esquema. Si se elige o; = "', terminamos con el esquema original de Runge-Kutta, que no es
incondicionalmente positivo. Si o; fuera una funcién no lineal de y""*, tendriamos que resolver un

i
sistema no lineal en lugar de uno lineal para calcular y™; Z-(k)

i s
sea independiente de yi(k). Se puede tener la impresion que o; y 7ri(k) permanecen constantes durante
la integracion de tiempo. Como se puede observar, se eligen como funciones de los valores de etapa
en todos los esquemas siguientes. Por lo tanto, cambiaran de un paso de tiempo a otro. Pero en aras de
la simplicidad, esto no se reflejara en la notacion. La Definicion (4) se formula para pardmetros de
Runge-Kutta no negativos;pero también se pueden disefiar esquemas MPRK con parametros Runge-
Kutta negativos. En este caso, se debe intercambiar la ponderacion de los términos de produccion y
destruccion que se multiplican por la ponderacion negativa. Este procedimiento asegurara la positivi-
dad incondicional del esquema, pero puede tener un impacto en los requisitos necesarios para obtener
un cierto orden de precision. Para evitar multiples distinciones de casos, exigimos pardmetros posi-
tivos de Runge-Kutta. Los esquemas MPRK originales, asi como los esquemas MPRK novedosos,
utilizan y' como PWD en la primera etapa del esquema; de esta manera se explica la restriccion a
valores iniciales positivos en la Definicion (1), ya que los valores iniciales cero llevarian a divisiones
entre ceros.

En muchos casos los términos de destruccion son de la forma D;(y) = F;(y)y; con funciones conti-
nuas F;. Esto permite cancelar las PWD en el esquema MPRK y se pueden manejar valores iniciales
cero.

Debido a la introduccion de los pesos de Patankar, es necesario resolver sistemas lineales de tamafio
NxN para obtener los valores de etapa y la aproximacion en el siguiente nivel de tiempo; considerando
pi = di; = Oparat = 1,..., N, el esquema (5) se puede escribir en notacion matriz - vector:

por la misma razén, requerimos que 7

k—1
MPy®) = y* 4 (1= 6)At> apP(y") k=1,..5s, (7)
v=1
Myn+1 — yn’ (8)
Donde P(y") = (Pi(y"), ..., Pxy(y"))T y
k-1 N
m® =14+ A 0 S dy(y?) /a0, =1, N, 9)
v=1 j=1
k-1
mgf) = —AtéZakvpij(y(”))/wj(.k) <0, 4,5=1,.,N,i#j
v=1

3. ESQUEMA MODIFICADO DE PATANKAR RUNGE-KUTTA DE SEGUNDO ORDEN

El esquema MPRK de segundo orden introducido en (Burchard y cols., 2003) es una modificacién
del método de Heun. Un esquema MPRK con dos etapas se representa de la siguiente manera:

yM =y, (10)
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(2 _ = y(z) y@)
u =y anAty | p(y) (1 - a) + py(y" ));—OK —dy(y") — | (11)
j=1 J !

J %

n+1 n+1
yitt =i+ Atz ( b1pi; (y") + bapi; (y?) jj — (bidizy™ + bady; (y?) - ) ,  (12)

El siguiente teorema presenta las condiciones necesarias y suficientes para la precision de segundo
orden de los esquemas MPRK de dos etapas, ver (Kopecz y Meister, 2018a).

Dados los parametros no negativos de un esquema explicito de Runge-Kutta de segundo orden, esto
es:

bi +by =1, agby = 27

el esquema MPRK (12) es de segundo orden, si y solo si cumple las siguientes condiciones:
m=yr+O(At), i=1,.., N,

y

o =y + AP — D)+ O(At?), i=1,..,N.

Para visualizar la convergencia del esquema, utilizamos los errores de truncamiento local e identifica-
mos y;" a la solucion aproximada de y;(¢") parai = 1, ..., N,. En vista que estamos tratando con PDS
positivos asumimos que y;' > O para¢ = 1,..., N,

Asumiendo que « # 0, la tabla de Butcher proporciona un esquema general explicito de Runge-Kutta
de dos etapas de segundo orden.

Para hacer del esquema (10,11,12) un esquema MPRK positivo, se debe asegurar la no negatividad de
los parametros de Runge-Kutta as; = o, by = 1 — 1/(2a0), y by = 1/(2); por lo tanto, tenemos que
restringir « a @ > 1/2. Ejemplos destacados son el método de Heun (o = 1), el método de Ralston
(v = 2/3) y el método del punto medio (a = 1/2).

Para o > 1/2, se introduce una familia de un parametro de esquemas MPRK de dos etapas de segundo
orden.

yM =y, (13)

N (2) 2)
yl(2) =y, + alt E (pij(t ,y(l))% - dij (t 7y(1)) (1)> ) (14)
Yj

Jj=1

n n N n n Yj
Yttt =y 4+ At > i1 {((1 — 5D (", ¥y W) + 5epi; (17, y@)) W

1 n (1) 1 n (2) y;H_l
- (1 - %)d”(t 'y )+ ﬁdij(t 'y ) (y@))é(yn)l_é (15)

para: = 1,..., N,, esta familia de esquemas son denotados por MPRK22(«).
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4. METODO Y DESARROLLO

Siguiendo la sugerencia de Kopecz y Meister (Kopecz y Meister, 2018a) de hacer una combinacion
convexa de los PWD, encontramos un nuevo esquema que depende de dos parametros, esté esquema
podria tener mas variedad de posibilidades para mejorar la aproximacion numérica de los modelos
de prueba. Para comprobar los resultados numéricos del nuevo esquema, se utilizé el mismo test no
lineal que plantean los autores anteriomente mencionados.

4.1. Nuevo Esquema MPRKW22(«, w) de segundo orden

El nuevo esquema de dos parametros o y w esta definido por

mn mn N n n
yitt = p AT | (1= g)pi (87, yD) + 52pi (87, ¥1)) (_2>>51 o
+(1w)y?< er)>

ntl

— (1= 55)di; (1", y) + 5=di (1", y@))) T ® 32]
wyf( > +(1—w)yf< )

Yq Y;
n n
! ) E )

con) <w<1lysy= Oz“jfll), donde s; > 0.
Este esquema mantiene las propiedades de los esquemas MPRK y las dos primeras etapas se cal-
culan con las mismas formulas del esquema MPRK.

Dado que el nuevo esquema propuesto esta basado en el MPRK, el cual es un esquema de segundo
orden de exactitud y debido a que los PWD estan dados por una combinacion convexa, las propiedades
del orden de exactitud se mantienen para el nuevo esquema propuesto, es decir el MPRKW22 es de
segundo orden de exactitud. Para una revision mas detallada del orden ver (Kopecz y Meister, 2018a).

4.2. Test no Lineal

A continuacion se presenta un ejemplo de test no lineal, este sistema representa un problema bio-
geoquimico para la descripcion de un modelo de un florecimiento de algas, que transforma nutrientes
(y1) via fitoplancton (y2) en detrito (y3). (Burchard y cols., 2003)

(E) = L () = BEED — 030(t). wA(1) = 0.3 (1)

pan(t,¥(8)) = daa(t, y(1)) = LD pos (2, y(8)) = das(t, y(1)) = 0.3ys(t).
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5. RESULTADOS Y DISCUSION

En las simulaciones numéricas desarrolladas en el programa Matlab, se usaron las condiciones

iniciales y;(0) = 9.98, y2(0) = 0.01 y y3(0) = 0.01. La solucién es aproximada sobre el intervalo de
tiempo [0, 30].

Se utiliz6 valores paraw = 0,0.2,0.4,0.6,0.8 y 51 = % con o = 1/2 fijo.

-==Y ==Y

15 20
)

t
(B)w =025 =3
Figura 1. Valores paraw (0, 0.2)

(@)w=0,5 =3

===y,
104 3 1 = I
=y,
J gl - -2y J
—e—y, num —e—y, num
—e— Y, hum —e— Y, hum
61 —e—y,num || 61 —e—y,num ||
—e—Zyinum —e—Zyinum
4+ 4+

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
t

t
(@)w=04,5 =1 (®)w =065 =1

Figura 2. Valores paraw (0.4, 0.6)
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—e—Zy‘ num

1
2

Figura3. w =0.8,5 =

Como podemos observar en la graficas anteriores, el método numérico aplicado cumple las pro-

piedades de ser conservativo y positivo; ademads los resultados obtenidos para diferentes valores de w
se comprueba que el esquema es de segundo orden, tal como se muestra en la siguiente grafica:

—e— MPRK22PWD(0.50, 0.00)

—6— MPRK22PWD(0.50, 0.20) 4
MPRK22PWD(0.50, 0.40)
MPRK22PWD(0.50, 0.60)

—6— MPRK22PWD(0.50, 0.80)

107" 10° 10'
At

Figura 4. Error del esquema numérico para diferentes valores de w, se usa escala logaritmica

6. CONCLUSIONES

En este articulo se pudo comprobar que el esquema MPRKW22 es de segundo orden de exactitud
(ver Figura 4), para varios valores de w = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 se obtiene menor error de truncamiento.
La Figura 4 muestra que para At = 1 el esquema con menor error de truncamiento corresponde a
w = 0.8 y para At = 1072 el esquema con menor error de truncamiento corresponde a w = 0.6.

El esquema implementado es incondicionalmente positivo y conservativo como se aprecia en los gra-
ficos anteriores resuelve satisfactoriamente el modelo test no lineal.
El valor de w nos permite encontrar diferentes opciones en los resultados numéricos, como topico de
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investigacion futura es encontrar cual es la combinacion 6ptima de los parametros que produzcan el
menor error de truncamiento.

RECOMENDACION: Un tépico de investigacion futura, es determinar el valor 6ptimo de w que
minimice el error de truncamiento y que permita obtener la mejor aproximacion de la solucion exacta
al modelo no lineal.
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