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RESUMEN

Realizamos un analisis de las propiedades mas relevantes en el marco de la teoria de eleccion social y adicionalmente
analizamos nuevas propiedades de racionalidad para las funciones de eleccion social con perfiles de tamafio variable.
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PROPERTY ANALYSIS IN SOCIAL CHOICE

ABSTRACT

We carry out an analysis of the most relevant properties within the framework of social choice theory and additionally we
analyze new rationality properties for social choice functions with profiles of variable size.
Keywords: Concatenation, Social choice function, preorders.

ANALISE DA PROPRIEDADE NA ESCOLHA SOCIAL

RESUMO

Realizamos uma analise das propriedades mais relevantes no ambito da teoria da escolha social e adicionalmente analisa-
mos novas propriedades de racionalidade para fungdes de escolha social com perfis de tamanho variavel.
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1. INTRODUCCION

La Teoria de Eleccion Social trata sobre la toma de decisiones colectivas a partir de las preferencias
de los individuos que conforman una sociedad. El problema general, de la teoria de eleccion social,
consiste en lo siguiente: dado un grupo de alternativas (candidatos) y un grupo de individuos (votantes)
con sus preferencias sobre los candidatos ;cémo elegir los “mejores” candidatos para todo el grupo
de individuos?, ;en qué medida el método escogido es “bueno’? Responder esta ultima pregunta se
resume a saber cudles propiedades satisfacen los mecanismos o métodos de eleccion considerados. Por
ejemplo, supongamos que el conjunto de candidatos o alternativas es X = {x,y, z, w} y supongamos
que el conjunto de votantes o individuos es N = {1,2, 3}; es decir, tenemos cuatro candidatos o
alternativas y tres votantes o individuos. Esto pudiera simular una situacién de un jurado de concurso
que establecen preferencias sobre los candidatos para optar a un cargo en determinada empresa. Es
importante hacer notar que, en una situacion como ésta no se esta considerando el “método” que tiene
cada jurado para ordenar las alternativas. Un posible perfil de votos o vector de preferencias puede
representarse asi:

Zw
rz  x Z
woow

U= 4
Y Y z

1 2 3

Note en el perfil u lo siguiente: las alternativas preferidas del primer votante son x y z, su segunda
opcion seria w y la alternativa menos preferida es y; la alternativa preferida del segundo votante es
z, su segunda opcion seria z, su tercera opcion w y la alternativa menos preferida es y; finalmente,
la alternativa preferida del tercer votante es w, su segunda opcidn seria z, su tercera opcion y y la
alternativa menos preferida es x.

Con la informacion presentada en el perfil « ya podemos intentar presentar mecanismo para elegir la
mejor alternativa. La alternativa z seria una buena eleccion, pues aparece dos veces en el “top” y el
tercer votante la coloca como segunda opcion. Pudiéramos estar pensando entonces en un mecanis-
mo asi: la alternativa ganadora es la que aparezca mas veces en el “top”. Esta manera de elegir o
escoger es a primera vista buena, pero en general deben formularse propiedades que sean deseables
que cumplan los mecanismos de eleccion. Formular propiedades “deseables” o “no deseables™ ha sido
parte de la teoria de eleccion social. Aqui presentamos un conjunto de propiedades conocidas en la
literatura y hacemos un analisis de ellas.

Algo importante de notar es que la relevancia de estudio de las propiedades de las funciones de
eleccion social puede ver en el teorema de Arrow. El Teorema de Imposibilidad de Arrow establece que
cuando se tienen tres o mas alternativas para que un cierto nimero de votantes, no existe una funcion
de eleccion social que permita generalizar las preferencias de los individuos hacia una “preferencia
social”, de manera tal, que al mismo tiempo se cumplan ciertos criterios “razonables” de racionalidad
y valores democraticos. O en términos mas sencillos: en ausencia de una unanimidad plena y bajo
hipotesis que parecen razonables, el interés colectivo no puede existir.

Los métodos o mecanismos de agregacion social de los mas estudiados son las funciones de eleccion
social (ver, Arrow (1963); Kelly (1988); Pino (2013); Taylor (2005)). Una funcion de eleccion social
considera dos parametros: el conjunto de alternativas y el perfil de preferencias de los individuos sobre
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las alternativas. También existen otros métodos de agregacion tales como funciones de bienestar social
y esquemas de voto Taylor (2005). Todos estos mecanismos son conocidos como reglas de eleccion
social o reglas de voto. En este trabajo se analiza las propiedades clasicas de la teoria de eleccion social
para funciones de eleccion social. Ademads, se consideran un tipo de funciones de eleccion social cuyo
dominio es variable, es decir, el conjunto de votantes no esta fijo como en el caso de las funciones de
eleccion social. Ademads de realizar un analisis detallado de la propiedades de conocidas en el marco
de la teoria de eleccion social proponemos nuevas propiedades que resultan de la interpretacion de
propiedades estudiadas en el marco de la fusion de informacioén Konieczny y Pérez (2002).

Son muchos los escenarios donde las funciones de eleccion social son ttiles. Ver si la funcion es “buena
o no” depende de las propiedades que satisfaga. Claramente, al tener una analisis de las propiedades en
el marco de la teoria de eleccidn social, se contribuye fuertemente al desarrollo de la investigacion en
este campo. Esto tiene una gran importancia al momento de proponer métodos de agregacion que sean
del tipo de funciones de eleccion social. Se acorta un camino importante para el modelador de procesos
de agregacién como también para el reconocimiento de las bondades de los mecanismos propuestos.
Ciertas propiedades se consideran deseables dependiendo del resultado que se quiera obtener en un
escenario de eleccion objeto de estudio.

En resumen nos proponemos dos tareas importantes: la primera es realizar una compilacion de
todas las propiedades mas conocidas de las funciones de eleccion social para luego analizarlas, y la
segunda, es proponer un nuevo escenario de funciones de eleccion social alterando el dominio, es de-
cir, colocando dominio variable. Esto se hace concatenando (uniendo) perfiles de preferencias y asi
interpretar algunas propiedades de consistencia de la fusion de la informacién en la eleccion social.
Posteriormente, nos dedicamos a analizarlas. Para entender nuestro ultimo propésito debemos mostrar
donde aparecen estas propiedades desde el punto de vista de la fusién de la informacion en el marco
de la logica. El trabajo en cuestion es de Sébastien Konieczny y Ramon Pino Pérez, Merging Infor-
mation Under Constraints: A Logical Framework publicado en el afio 2002 en J. Logic Computat,
Oxford University Press Konieczny y Pérez (2002). Nos referimos a dos propiedades que aparecen en
la definicion 3.1 identificadas como IC5 e IC6; y conocidas como propiedades de consistencia. De alli
nace la idea de la concatenacion de perfiles y las propiedades de consistencia que presentamos mas
adelante, al igual que su respectivo analisis. Es importante resaltar que estas propiedades de consisten-
cia ya han sido presentadas por Denis Bouyssou, Thierry Marchant y Patrice Perny en Social Choice
Theory and MulticriteriaDecision Aiding en el 2010, ver ?. Aunque lo presentado por Bouyssou et
al., no es precisamente lo que hacemos en este trabajo es importante sefalar que muestran interesantes
resultados entre algunas propiedades y la funcion de Borda, entre otras cosas.

2. PRELIMINARES

Las preferencias sobre las alternativas se representan por relaciones binarias. Nosotros usaremos
preodrdenes totales. El proceso de agregacion de las preferencias individuales en una preferencia social
se conoce como mecanismos de eleccion. Se requiere de poco ingredientes para presentar el escenario
de la teoria de eleccion social; veamos, N = {1,2,--- ,n} es un conjunto de n de individuos o vo-
tantes que conforman una sociedad, y consideraremos el conjunto finito de alternativas o candidatos
denotado por X = {z,y,z,---}. Inicialmente el tamafio del conjunto de votantes esta fijo. Ahora,
vamos a representar las preferencias de cada individuo mediante una relacion que, en nuestro caso,
sera un preorden total, es decir, una relacion transitiva, reflexiva y total. Asi, la relacion >;, representa
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la preferencia del individuo ¢ sobre las alternativas, es decir, si x,y € X, entonces z >; y significa
que el individuo ¢ considera a la alternativa x mejor o igual que a la alternativa y.

La preferencia estricta, entre dos candidatos, para un individuo es relacion estricta >; asociada a >;
se define asi:

x>, ysiysolosi,x =,y A y#;x.

De manera similar podemos definir la relacion de indiferencia, que representara el caso en que a un in-
dividuo le sea indiferente votar por una alternativa tanto como por la otra. Esta relacion de indiferencia
~, asociada a >, se define asi:

r~;ysiysolosi,x =,y A y>=;x.

Teniendo las preferencias individuales, podemos representar las preferencias de todos los individuos
mediante un vector, el cual llamaremos perfil. Un perfil u es un vector de la forma

U:<i1,“' 7tn)

En general, cada componente —; es preorden total y representa la preferencia del individuo 7. Luego,
cada componente de u almacena la informacion respecto al voto de algiin individuo. Note que las
alternativas preferidas por cada individuo aparecen en la parte superior en cada preorden ;.
Denotemos con la letra P™ al conjunto de todos los perfiles sobre X de tamano n. Llamaremos agenda
a cualquier subconjunto de X no vacio. Al conjunto de todas las agendas lo denotamos por P*(X) =
{VcX:V#0}

La naturaleza del conjunto de alternativas o candidatos puede ser muy extensa. En particular, las
alternativas pudieran ser politicas de alguna empresa, proyectos, etc. Por tal razon usamos las palabras
alternativa o candidato.

Definicion 1. Se define funcion de eleccion social como una funcion parcial:
f:P"xP(X)— P*(X),
tal que para todo u € P" y todo V' € P*(X), se tiene que f(u,V) CV, siempre que f(u,V) exista.

Es importante notar, que el subconjunto de candidatos o alternativas del resultado de la eleccion sea
no vacio, como también que las preferencias individuales estan definidas sobre todo el conjunto de
alternativas X.

La funcion de Borda

La regla de Borda o Funcion de Borda fue propuesta en 1770 por el fisico y oficial de marina
francés Jean Charles de Borda, de quien toma el nombre. Es una de las funciones de eleccién mas
popular dentro de la teoria de eleccion social. Esta funcidon de eleccion social consiste esencialmente
en establecer rangos de numeros naturales a los niveles con respecto a las preferencias individuales. De
este modo, para cada preferencia individual, una alternativa tendra un rango asignado dependiendo del
nivel en que se encuentre, y en consecuencia, el rango global sera la suma de los rangos individuales.
Veamos su definicion.
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Definicion 2. Sean X = {z1,--- ,x,}. Para cada elemento =; de un perfilu = (=1, -+ , =) existe
una funcion de rango r;(x) definida por:

ri(x) = k < k es el mayor entero tal que 31, ..., v, € X, T; <; Tjp1 Y Tp = .

El rango global para cada elemento x € X lo definimos asi:

Finalmente definimos la funcion de Borda asi:
P, Vy={z eV : r(x)>r(y), YyeV}

En el afio 1785, tres afios después de que Condorcet introdujera el concepto de ganadores de Con-
dorcet, Charles Borda mostro6 la situacion de la paradoja del voto para luego proponer la funcion que
lleva su nombre.

A proposito de ilustrar la funcion de Borda mostramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Sea X = {z,y, z, w} un conjunto de candidatos o alternativasy supongamos que |[N| = 3.
Consideremos el siguiente perfil de preferencias u, donde indicaremos el rango que tiene cada nivel:

T w
p; — 4
y ooz oy - 3
z w z
u= — 2
w T x
- +—1
1 72 3

Veamos los rango de cada candidato:

o ri(x) =4, ro(x) = 1y rs(z) = 1. En consecuencia r(x) =

6
* r1(y) = 3, r2(y) = 3y r3(y) = 3. En consecuencia r(y) = 9.
, T 7

2(2) = 3y r3(z) = 2. En consecuencia r(z) =

(
e ri(z) =2
e ri(w) =1, ro(w) = 2y r3(w) = 4. En consecuencia r(w) = 7.

Por lo tanto el resultado de la eleccion usando la funcion de Borda es la alternativa y, es decir,

fP(u, X) = {y}.

En la época de la revolucion francesa, es decir, en el Siglo XVIII, Marie-Jean-Antoine Nicolas de
Caritat,un integrante de la realeza francesa, conocido como el Marqués de Condorcet fue uno de los
pioneros en en el estudio de la eleccion social. Condorcet en 1785 Condorcet publicé el “Ensayo sobre
la aplicacion del andlisis a la probabilidad de las decisiones sometidas a la pluralidad de voces™. Alli,
se expone la paradoja conocida ahora como E! Dilema de Condorcet o La Paradoja de Condorcet,
que muestra una situacion de intransitividad en un proceso de eleccion.

En este orden de ideas presentamos la paradoja de Condorcet a través de una regla de eleccion que
escoge a los Ganadores de Condorcet. Veamos su definicion formal:
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fw,V)={zeV:VyeV, N(@=zy) >Ny =)}
= {x € V : z es ganador de Condorcet en V'}.

N(x =; y) cuenta el numero de veces que x le gana o empata con y respecto a la preferencia del
individuo 7. Sin embargo, ésta no es una funcién de eleccion social como la definimos antes pues se
pudiera encontrar una situacion donde la eleccioén no pudiera darse. Consideremos el perfil:

Y < 58

Yy

2z

x
=2

Y v < 5

1 3

Claramente, el nimero de veces que la alternativa x le gana a la alternativa y es 2, el nimero de veces
que la alternativa z le gana a la alternativa x es 2 y el nimero de veces que la alternativa y le gana a
la alternativa 2z también es 2. Esto crea una situacion de indecibilidad y es conocida como la paradoja
del voto. Es decir, f(u, X) no esta definido.

3. ALGUNAS PROPIEDADES CLASICAS DE LAS FUNCIONES DE ELECCION SOCIAL

En esta seccion enunciaremos ciertas propiedades importantes, estudiadas en la teoria de eleccion
social y el importante teorema de Imposibilidad de Arrow. Estas propiedades pudieran decirse no solo
son naturales, sino racionales y deseables. Cinco de estas intervienen en el teorema de imposibilidad
de Arrow. Primero comenzaremos por el planteamiento y analisis de diversas propiedades basicas y
algunas relaciones entre ellas.

Dominio Estandar (DE) f es una funcion total y | X | > 3.

Esta propiedad simplemente dice que no existen restricciones sobre el tamafo de los perfiles y la
cardinalidad del numero de alternativas es mayor a tres, con la condicion de que en ambos casos debe
ser finito.

Dictador (D) Existe un individuo © € N tal que para cualquier perfil u, para todo x, toda agenda V,
sizx € Vyx—;yentoncesy & f(u,V).

Esencialmente esta propiedad plantea que existe individuo que impone su preferencia de manera ex-
cluyente; en otras palabras, las alternativas no preferidas por este individuo no pueden aparecer en
el resultado de la eleccion; no obstante pudiera darse el caso de que una alternativa de sus preferidas
tampoco apareciera.

No Dictador (—D) Para todo i € N existe un perfil u, existe V, con x € V, tales que, existe y € V,
conz —;y, vy € f(u,V).

La propiedad anterior es simplemente la negacion de la propiedad del dictador; es decir, ausencia del
dictador.

Independencia de Alternativas Irrelevantes (1AL) f cumple (IAl) si para cualesquiera dos perfiles
u,u' yV C X,
siuy, =u|, entonces f(u,V)= f(u',V).
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Basicamente, aqui se plantea lo siguiente: si se tienen dos perfiles donde para cada i se tiene =;|, =
t;h/, entonces el resultado de la eleccion restringido a la agenda V' debe ser el mismo para ambos

perfiles.

Esta condicién no toma en cuenta el nivel en que se encuentran las alternativas en las entradas de
ambos perfiles; es decir, s6lo considera las relaciones de preferencias individuales entre lo elementos
de V' sin importar la estructura total de las entradas de ambos perfiles. Ademas, es importante resaltar
que esta propiedad es pieza fundamental en la demostracion del teorema de Arrow. Asi, esta propiedad
pudiera resultar una de las propiedades mas polémicas dentro del estudio de la teoria de la eleccion
social.

Independencia de Caminos (IC) Para cualesquiera V., S y T agendas y para cualquier perfil u se
tiene que:

siV =SUT entonces f(u,V) = f(u, f(u,S)U f(u,T)).

Independencia de caminos plantea lo siguiente: si se desea elegir sobre una agenda de candidatos y
esta agenda pudiera separarla en dos subagendas de candidatos, entonces elegir sobre la agenda total
seria igual que elegir primero sobre las subagendas, unir estos resultados y luego elegir sobre ellos.

Propiedad de Consistencia («) Para cualesquiera agendas V,V' € P*(X) y un perfil u, tales que
Ve, VI CV,zeV'yx e f(u,V) setiene x € f(u,V’).

Podemos ilustrar la propiedad de consistencia en pocas palabras: si una alternativa x resulta ganadora
de un grupo de candidatos V', entonces el es el ganador con respecto a cualquier agenda mas pequefia
que lo contenga.

Explicaciones Transitivas (ET) Para todo perfil u existe un preorden total >, tal que para todo V
se tiene f(u,V) = max(V, =,).

Particularmente, pudiéramos decir que la propiedad de explicaciones transitivas es la mas natural,
o racional, dentro de las propiedades de la teoria de eleccion social. Basicamente, permite que el
resultado de la eleccion pueda ser ordenado a través de un preorden total donde los ganadores de la
eleccion son los maximales con respecto a ese preorden.

Condicion Fuerte de Pareto (PF) Para todo uw = (=1,--- ,=,) y para toda agenda V, si ¥ i € N
rr=;y 3jeENz=;yyxr eV, entoncesy ¢ f(u,V).

La condicion de Pareto tiene varias versiones dentro de la literatura de la teoria de eleccion social. En
este articulo consideraremos una version fuerte y una version débil y ambas excluyentes; es decir, si
unanimemente una alternativa es preferida a otra alternativa, entonces la no preferida no debe aparecer
en el resultado de la eleccion.

Condicion Débil de Pareto (PD) Para todo uwyy toda agenda V', si¥Vi € Nz >; yyx € V, entonces
y & f(u,V).

La condicion débil de Pareto es similar a la condicion fuerte de Pareto excepto que las relaciones
de preferencias individuales entre las dos alternativas son estrictas, pero la conclusion es la misma,
excluye a la alternativa no preferida unanimemente por todos los agentes o individuos del perfil.

Anonimato (A) Dados dos perfiles u,u’ tales que u' es cualquier permutacion de u, se tiene que

f(u7 V) = f(u/7 V)
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La propiedad de anonimato establece, como su nombre lo indica, que si en un perfil de preferencias
individuales las entradas son permutadas, entonces el resultado de la eleccion no depende de ese reor-
denamiento, esto es, que el voto de un individuo pudiera estar en cualquier entrada y no afectar el
resultado de la eleccion. Esta propiedad razonable tiene relaciones importantes con otras propiedades.

El teorema de Arrow

Dentro de la teoria de eleccion social, la paradoja de Arrow o teorema de imposibilidad de Arrow,
es considerado uno de los aportes mas importantes dentro de este campo. Este teorema fue planteado
y demostrado por primera vez por el premio nobel Kenneth Arrow en su tesis doctoral titulada Social
choice and individual values, y popularizado en su libro, que lleva el mismo nombre, en el afio 1951. El
articulo donde se publicé por primera vez este resultado lleva por nombre A Difficulty in the Concept
of Social Welfare, en agosto de 1950 en The Journal of Political Economy. La motivacion de este
trabajo se debe esencialmente en el estudio de comportamientos de agentes econdmicos individuales,
partiendo de que las relaciones de preferencia son racionales. Por racionalidad se entiende que las
relaciones de preferencia sobre los agentes son preordenes totales. Este teorema establece que cuando
se tienen tres o mas alternativas y un cierto nimero de votantes no es posible conseguir una funcion de
eleccion social que permita generalizar las preferencias individuales hacia una preferencia social de
toda la comunidad, de manera tal, que se cumplan ciertos criterios racionales y valores democraticos.
O en términos mas sencillos: si una funcién de eleccion satisface cuatro propiedades, que parecieran
razonables, entonces debe existir un dictador. Presentamos a continuacion el Teorema de Imposibilidad
de Arrow. La demostracion la podemos encontrar en Lehmann y Magidor (1992).

Teorema 1. Teorema de Imposibilidad de Arrow.
No existe una funcion de eleccion social que satisfaga las siguientes propiedades:

1. Dominio Estandar,
Pareto Fuerte,

Independencia de Alternativas Irrelevantes,

N S

Explicaciones Transitivas,
5. No Dictador.

El Teorema de Imposibilidad nos dice de manera equivalente que si una funcion de eleccion satisface
las cuatro primeras condiciones, entonces dicha funcion posee un dictador.

4. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DE ELECCION SOCIAL CON POBLACION
VARIABLE

En esta seccion introducimos nuevas propiedades en el marco de la teoria de eleccion social las
cuales seran analizadas en la seccidn siguiente.
Notemos que para las funciones eleccion social que hemos considerado el dominio es P" x P*(X),
donde P" consiste en los perfiles de preferencia de tamafio n. Esto corresponde a una poblacion de n
votantes o individuos fijo. Ahora vamos a considerar funciones en donde la poblacion es de tamafio
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variable. Para ello sea P el conjunto de todos los predrdenes totales sobre el conjunto de alternativas X.

Denotemos por P = U P", es decir; consideramos perfiles de cualquier tamafio. Ahora las funciones
n>1
que consideraremos son del tipo

f:PxP(X)— P*X),tales que f(u,V) C V.

Estas nuevas funciones se seguiran llamando funciones de eleccion social por simplemente simplificar,
en consecuencia usaremos la misma notacion.

Dados dos perfilesu = (=1, ,=,)yu' = (=), -, =) definimos la concatenacion entre perfiles
como un nuevo perfil de la forma

!/ / /
u®u - (tl?“‘ 7&”7&17”' 7tm>
Note que el tamafio de nuevo perfil u ® ' es la suma del tamafo de u y v/, es decir, n + m.
Presentamos a continuacidon nuevas propiedades en este contexto.

Consistencia Fuerte de Perfiles (CFP). Una funcion de eleccion f satisface CFP sii para todos uy, s
perfiles y toda agenda V' se tiene que, si f(uy, V) N f(uz, V) # 0 entonces f(u1,V) N f(ug, V) =
f(ul @ Uz, V)

En palabras sencillas la propiedad CFP establece lo siguiente: si el conjunto de votantes esta dividido
en dos grupos con sus respectivas preferencias individuales y en cada grupo se hace una eleccion y en
este resultado existen elementos en comun, entonces estos elementos en comun (ganadores), deberian
ser los mismos resultantes de la eleccion hecha para el grupo en su totalidad.

Consistencia Débil de Perfiles (CDP). Una funcion de eleccion f satisface CDP sii para todos uy, s
perfiles y toda agenda V', si f(u1, V)N f(ug, V) # 0 entonces f(ur, V)N f(uz, V) C fug@ug, V) C
fur, V) U f(ug, V).

Similar a la propiedad CFP, la propiedad CDP establece que el resultado de la interseccion de gana-
dores de los dos grupos de individuos con sus preferencias individuales debe estar al menos contenido
dentro del resultado de la eleccion sobre el grupo total y la del grupo total en la union del resultado de
los subgrupos.

Propiedad K-P (KP). Dada una funcion (u —>=,,) que asocia a cada perfil u un preorden total -,
decimos que esta funcion satisface la propiedad KP, si:

(1) Siz =y, Yy x =y, Yy, €ntonces & =y, ou, Y-
(1) Six >y, Yy T =y, Y, entonces = >, cu, Y-
(1) Six =y, Yy T >y, Y, €ntonces = >, ou, Y-

Esta propiedad establece que si se tienen dos grupos de votantes con sus votos (dos perfiles) y con
respecto a las preferencias asociadas cada uno de ellos una alternativa x es preferida a otra y, entonces
la alternativa x es preferida a una alternativa y, y deben preservar esta relacion de preferencia en la
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relacion asociada a la concatenacion de estos dos perfiles. En particular, si una de las preferencias de
uno de los perfiles es estricta, entonces en la concatenacion se preserva esta relacion estricta.

Propiedad Débil K-P (KP*). Dada una funcion (u —=,,) que asocia a cada perfil u un preorden
total >, decimos que esta funcion satisface la propiedad KP*, si:

(1) Siz =y, Yy T =y, Y, €NtONCeS T =y, couy Y-
(1) Siz >y, Yy T >y, Y, entonces T >y, ou, Y-

Esta propiedad es similar a la anterior, excepto que la condicion (ii) es mas débil, pues requiere en las
hipdtesis que la relacion sea estricta respecto a ambos perfiles.

Las propiedades CFP, CDP, KP KP* aparece por primera vez en los trabajos de S.Konieczny y R. Pino
Pérez, en el marco de la fusion logica, ver Konieczny y Pérez (2002).

Propiedad de la Identidad (PI). Una funcion (u —=,,), satisface PI sii para un perfil u = (=)
(constituido por un solo elemento) se tiene > ,=>1.

Aunque pareciera trivial, la propiedad PI es indispensable a la hora de obtener algunos resultados;
basicamente dice que si un perfil consiste de s6lo un orden, entonces el orden global es exactamente
el mismo.

Propiedad de Pareto Indiferencia (PPI). Una funcion de eleccion social f satisface la Propiedad de
Pareto Indiferencia si se cumple la siguiente condicion:

Vi eEN, zr~;y— f(Un {$ay}) = {x,y}
5. RESULTADOS

En esta seccion veremos las interrelaciones entre las propiedades antes mencionadas asi como algunas
consecuencias de ellas.

La siguiente proposicion forma parte del folklore de la teoria de eleccion social, y esencialmente
caracteriza las funciones de eleccion social que satisfacen la propiedad de explicaciones transitivas.

Proposicion 1. Suponga que una funcion de eleccion f tiene Explicaciones Transitivas y es total.
Para cada perfil u definimos >, de la siguiente manera:

vz y <=z € f(u{zy}).
entonces =, es el unico preorden que satisface f(u,V) = max(V,>=,).

Demostracion. Veamos que es un preorden total. Para esto verifiquemos la transitividad; si x >, y
y y =, z entonces x =, z. En efecto, z =, ysiysélosiz € f(u,{z,y})yy =, 2z siy solo si
y € f(u,{y, z}). Como f tiene Explicaciones Transitivas, para cada u existe un preorden total >/, tal
que para cualquier agenda V' € P(X) se tiene que

f(u, V) = max(V, =) (D
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Como asumimos que = =, ¥ y que y =, z entonces por definicion se tiene que x € f(u,{z,y})y
y € f(u,{y, z}); es decir, usando (1), que z >=! y yy =! z. Asi, por transitividad de >/, se tiene que
x »! z. De esto Gltimo y de (1) tenemos que = € f(u, {x, z}); es decir, z >, z, por definicion.

Veamos que la relacion es total. En efecto, como [ satisface es total entonces f(u, {x,y}) # 0. Luego
siempre sucede que x € f(u,{z,y}) 6y € f(u,{x,y}), es decir,xz =, y 6y =, .

Veamos ahora que f(u,V) = max(V, >,) y que =, es el tnico preorden con esta propiedad. Para
todo preorden total >/, tal que f(u,V) = max(V, >/ ), mostraremos que >/ =>,. Veamos las dos
contenciones:

a.- Comoz =, y,x € f(u,{x,y}) esto implica que x € max ({x,y}, =), es decir x > y.

b.- Sean z,y € V. Supongamos = =/ y. Queremos ver x =, y. Como x >! y se tiene z €
f(u, {x,y}) y esto implica, por la definicion de >, que z =, y.

La proposicion precedente nos permite decir que en presencia de explicaciones transitivas, hay una
unica funcién u — =, que determina a f en el sentido de la siguiente ecuacion:

f(u, V) =max(V, =,)
En este caso simplemente diremos que u —>,, es la funcion que determina a f.

Teorema 2. Sea f una funcion de eleccion que satisface Explicaciones Transitivas y sea u — >, la
funcion que determina a f. La funcion u — =, satisface KP, si, y solo si, f satisface Consistencia
Fuerte de Perfiles.

Demostracion.

(=) Supongamos que f cumple con Explicaciones Transitivas y supongamos ademds que u —>,,
satisface las propiedades KP.

Queremos ver que f satisface la propiedad de Consistencia Fuerte de Perfiles. Para esto, sean wuy, s
perfiles y una agenda V' C X, tales que

flu, V)0 fluz, V) # 0.
Queremos ver que f(u; ® uz, V') = f(u1, V) N f(uz, V). Demostremos la doble contencion:
(a) Veamos que f(u1 © ug, V) C f(uy, V) N f(ug, V). Seax € f(u; ® ug, V), es decir
T Zuous Ys VyeV )

Sabemos que Jxy € f(uy, V) N f(ug, V). Razonemos por el absurdo. Supongamos que = ¢
flur, V)N f(ug, V), esdecirz ¢ f(u1,V) 6 x ¢ f(ug, V). Hay dos casos:

(a.1) Supongamos que x & f(uy, V). Como =, y =, son totales y xy es maximal con respecto
a ambos, necesariamente
To Zuy &Y L0 Zuy T
pero ademas x, >,, x. En efecto basta ver que x ¥,, x¢. De lo contrario, Vy € V
T =y, To =y, Y. Bsto implica que x € f(uy, V), lo que es una contradiccion.
Asizg >,, * Y o =, ¥, de donde se tiene, usando KP (i1), que xy >y, 0u, ¥, lo que
contradice el hecho de que ocurre (2).
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(a.2) Elcasoenque z ¢ f(ug, V) es analogo. Usando KP (iii) en vez de KP ii.

(b) Veamos ahora que f(u; ® ug, V') D f(u1, V)N fu, (V). Seax € f(u1, V)N f(ug, V), es decir

TEnY Y Ty VYyeV.
Luego por KP (i), se tiene = =, cu, ¥ Yy € V. Asiz € f(u; ® ug, V).
(«<=) Sean u;, uy dos perfiles cualesquiera. Debemos ver que se cumplen:

(i) Siz zu, Yy Zu, Y, eNONCES T =y 0uy Y Y

(1) Six >y, Yy T =y, Y, €ntonces = >, ou, Y-

(1) Siz =y, Yy T =y, Y, €NtoNCes T >y, ou, Y-

Sabemos que f cumple con CFP, es decir; Vuy, us VV C X,
[f(ulav) N f(UQ,V) 7£ @ = f(ubv) N f(UQ,V) = f(ul QUQ,V)] )

Ademas sabemos que f satisface ET y usando 1, podemos decir que = € f(u, {x,y}) < = =, y.
Supongamos = =, yy T =, y. Entonces x € f(uy,{z,y})yz € f(uz,{x,y}). Por lo tanto z €
flur, {x,y}) N fug,{z,y}). Luego por CFP, x € f(u; ® uy, {x,y}), de donde se tiene = =, u, V-
Esto prueba (1).

Ahora supongamos x >,, yy x =,, y. Entonces = € f(uy,{z,y}), v & f(u,{z,y})yx €
f(ug, {z,y}). Asi, {z} = f(u1, {z,y})N f(ug, {x,y}). Usando CFP se tiene que f(u; Oug, {x,y}) =
{z}, es decir; z >,,cu, y. Esto prueba (ii).

La prueba de (iii) es similar.

Asi concluimos la demostracion del teorema. ||

Teorema 3. Sea f una funcion de eleccion que satisface Explicaciones Transitivas y sea u — >, la
funcion que determina a f. La funcion u — >, satisface KP¥, si, y solo si, f satisface Consistencia
Debil de Perfiles (CDP).

Demostracion.
(=) Supongamos que f satisface ET y que u — >, satisface KP*, es decir

(1) Siz =y, Yy T =y, Y, €NtONCeS T =y, couy Y-
(1) Siz >y, Yy T >y, Y, NtONCes T >y, cuy Y-
Debemos ver que si f(uy, V) N f(ug, V) # () entonces
flu, V)N fuz, V) € fuiou (V) € flur, V) U f(us, V)

Veamos que f(u1, V) N f(uz, V) C fu,ou (V). Seax € f(uy, V) N f(ug, V), luego z € f(uy, V)
y x € f(ug,V), esto quiere decir, que para todo y € V, se tiene que = =, ¥y y * =, y. Luego por
KP*(i), se tiene que = >, 0u, y paratodoy € V. Asiz € f(u; ® ug, V).
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Veamos que f(u1 @ua, V) C f(uy, V)Uf(ug, V). Seax € f(u1Qug, V), luegox =y, ou, y, Yy € V.
Como f(u1,V) N f(uz, V) # 0, se tiene que existe zo € V tal que, paratodoy € V, xg =, ¥y
To Zuy Y-
Supongamos que = & f(u1, V) U f(ug, V), es decir, z & f(u1,V)yx & f(ug,V), asi en particular,
xq satisface que xy >, Ty z¢ >, T. Luego por KP*(ii) xy >, 0u, Z, lo que contradice el hecho de
que z € f(u; ©®ug, V).
(<=) Supongamos que la funcion, u —>,, tiene satisface Consistencia Débil de Perfiles.

Sean uy, uy dos perfiles cualesquieray sea V' = {z,y} . Debemos ver que

(1) Siz =y, Yy T =y, Y, €NtONCeS T =y, cu, Y-
(1) Siz >y, Yy T >y, Y, ENLONCES T >y, ouy Y-
Como f tiene ET entonces, y en virtud de la Proposicion 1, podemos decir que
€ flu,{z,y}) <= x =, .

Asi, como x >, Yy T =y, Y, setiene que z € f(uy,{z,y})yaz € f(ug,{x,y}). Luego = €
fur, {x,y})N f(ug, {x,y}). Porlo tanto, por CDP, se tiene = € f(u3 Quq, {x,y}), esdecir r =, cu,-
Como x >,, Yy T >y ysetiene que {z} = f(uy,{z,y})y {z} = f(ug,{z,y}), de donde,

{z} = f(ur,{z,y}) N f(ug,{z,y}). Ademas {z} = f(u1,{z,y}) U f(uz, {x,y}). Asi, usando CDP
podemos decir que

{z} = flu, {2, y}) N fu2, {z,y}) Sf (w1 © ug, {2, y})
gf(uh {Qf,y}) U f(uQa {x7y})
—(x)

de donde tenemos que f(u; © us, {z,y}) = {z}, es decir, & >y, 0u, Y-

Las siguientes dos proposiciones tienen una prueba inmediata:

Proposicion 2. Si una funcion f satisface Consistencia Fuerte de Perfiles entonces f satisface la
propiedad de Consistencia Débil de Perfiles.

Proposicion 3. Si una funcion (u —>,,) que asocia a cada perfil u un preorden total -, satisface
KP entonces f satisface la propiedad de KP*.

Lema 1. Sea v’ —— =, una funcioén que a cada perfil u' asocia un preorden total .. Supongamos
que para cualesquiera uy, us perfiles, esta funcion satisface la propiedad (i) de KP, es decir,

SIT 7y YV T Zuy Y, ENIONCES T =y 0uy Yo (1)

v ademds satisface la Propiedad de la Identidad (Pl)). Sea v = (=1, -+ ,>=,) tal que x *=; y para
1=1,--- ,n. Entonces x =, .
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Demostracion. Aplicamos induccién sobre n. Para n = 1 es inmediato en virtud de PI. Supongamos
que es cierto para n = k, probemos que es cierto paran = k + 1.

En efecto. Seau = (=1, , =, =x41). Consideremos u; = (=1, ,>=4) y Uy = (=x41). Es claro
que u = u; ® ug. Como paran = ky n = 1 se satisface el resultado, se tiene que x =, Yy T >4, .
Asi por (1) se tiene que = =, ou, Y, €S decir, T =, y. [ |

La proposicion siguiente formaliza una afirmacion hecha en los trabajos de S. Konieczny y R. Pino
Pérez Gibbard (1973). Ellos afirmas que la propiedad KP es una generalizacion de Pareto.

Proposicion 4. Si una funcion u' — > satisface la Propiedad KP y ademas >, satisface la Pro-
piedad de la ldentidad, entonces la funcion de eleccion definida por =, satisface la Propiedad de
Pareto Fuerte.

Demostracion. Sean N = {1,2,---  n}, V unaagenda, u = (>=1,--- , >=,) un perfil y =, el preorden
total asociado a u. Supongamos las hipotesis de Pareto Fuerte, es decir,

a) VZGNaxizya
b) dj € Ntalque z >, v,
c)xeV.

Consideremos uy = (=1, -+ ,>j_1), U2 = (>;), yus = (=j41,- -, =p). Esclaroque u = u1 ®us ®
us.

Sea f la funcion determinada por u ——>,, es decir, f(u,V) = max(V,>,). Por el Lema 1, la
hipoétesis (a) y por definicion de w4, se tiene que x >, y. Pero ademas en virtud de PI y por definicion
de uy se tiene que x >, ¥.
Luego por la Propiedad KP(ii) se tiene que x >,,o4, y. Por otra parte, de nuevo por Lema 1, la
hipotesis (a) y por definicion de us se tiene que x =, v, asi de nuevo en virtud de la Propiedad KP(i1)
se tiene que = >, sueus Y, €8 decir, z >, y. Luegoy & f(u, V).

|
Usando una técnica de prueba similar a la del resultado precedente se puede probar la siguiente pro-
posicion.

Proposicion 5. Si una funcion v’ — =, satisface la Propiedad KP* y ademas = satisface la Propie-
dad de la Identidad, entonces la funcion de eleccion determinada por u' — =, satisface la Propiedad
de Pareto Débil.

Se pudiera, a primera vista, pensar que un resultado inmediato seria en siguiente hecho: Si una funcion
de eleccion [ satisface la propiedad de Pareto Fuerte y Explicaciones Transitivas, entonces [ satisface
la Propiedad de la Identidad. Sin embargo, tal afirmacion no es cierta. Para ver esto consideremos lo
siguiente. Sea > un orden lineal sobre X. Definamos una funcién que a un preorden total > le asocia
un orden lineal =/, (=—>"), que cumple lo siguiente:

 Siz > y, entonces z > y.

» Six ~ yconx # vy, entonces x = y si, y solo si z >¥ .
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Ahora definimos la funcién de eleccion social f determinada por u —— =, de manera tal que >, =
(=1)". En esta construccion se verifica que f determinada por u >, cumple ET, PF y D pero
claramente no cumple PI.

Proposicion 6. Si una funcion de eleccion social satisface PD, ET y PPI, entonces f satisface PI.

Demostracion. Sea u = (=) un perfil de un sélo elemento. Como f satisface ET, consideremos la
funcion que determina a f, u —>,,; es decir, f(u, V') = max(V, =, ). Queremos ver que f(u,V) =
max(V, =1); es decir, z =1 y <= = =, y. Veamos la doble contencion. Supongamos que = =1 ¥,
es decir x >1 y 6 © ~;1 y. Si  >; y entonces por PD se tiene que y ¢ f(u,V); es decir, y ¢
max(V, =) lo que implica que = >, y. Ahora bien, si 2 ~; y, entonces por PPI se tiene que {x,y} =
max({z,y}, =), lo que implica que = ~,, y. Veamos la otra contencion. Supongamos que = =, y y
supongamos que = 1 y, es decir que y >; x. Como f satisface PD entonces = ¢ max(V, =,), lo que
contradice el hecho de que x >, ¥. |

6. CONCLUSIONES

Colocamos la puesta en escena de las propiedades clasicas de las funciones de eleccion social.
También, existen propiedades similares con el estudio de otro tipo de mecanismos de eleccion. Cada
propiedad cléasica puede ser interpretada en el estudio de los esquemas de voto, que son funciones
particulares definidas ¢ : P* — X como podemos ver en los trabajos Gibbard (1973) y Taylor
(2005). Sin embargo, las propiedades nuevas planteadas solo aparecen en el marco de las funciones
de eleccion social. Mostramos ademas, el andlisis de todas la propiedades y las relaciones entre ellas.
Esto es la esencia del trabajo. Por ejemplo, el teorema 2 atrapa la equivalencia entre dos propiedades
cuya esencia estd en la nocion de concatenacion de votos lo que permite realizar concatenacion de
perfiles.

Una tarea interesante es tratar de caracterizar las funciones de eleccion social que satisfagan estas
propiedades. Para ese objetivo ya contamos con el andlisis presentado en este trabajo. Como lo diji-
mos en la introduccion, Denis Bouyssou, et al., (ver ?) muestran algunas funciones de eleccion que
satisfacen propiedades de las que hemos planteado. Sin embargo, existen otras funciones mayoritarias
que pudieran ser evaluadas.

Podemos considerar otro tipo de funciones que son conocidas como funciones estructuradas. Vea-
mos un ejemplo con distancias. Sea X un conjunto finito de alternativas y consideremos una distancia
entre las alternativas d : X x X — N. Podemos extender d a una distancia entre elementos de X y
conjuntos formados por elementos de X, de la siguiente manera

d*: X x P(X) — N
d(z, 4) = min(d(z,y))

Consideremos la funcion de eleccion C* definida de la siguiente manera: dado un conjunto A defi-
nimos M (A) como conjunto formado por todos los multiconjuntos cuyos elementos estan en A. Por
ejemplo si, A = {a, b, c}, entonces {a,a,a,b,b} € M(A). Ademas dados ji1, 1o € M(B) denota-
mos la unidon de multiconjuntos por py L o, este es el multiconjunto formado por los elementos que
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estan o bien en yq, 0 bien en ps. Por ejemplo, {a,b,b} U {b,a} = {a,a,b,b,b}. Ahora bien, sea la
distancia-Y. entre un elemento de X y un multiconjunto de P(X) de la siguiente manera:

0= X x M(P(X)) — N
dz(l‘nu) = Zd*<x7"4)

Aep

Luego, dado un perfil u = (=1, -+, =) se le puede asociar un elemento p, € M(P(X)), llamado
el conjunto de preferencias principales, de la siguiente manera:

pu = {max(>=1),--- ,max(>)} 3)
Ahora se define tf asociado a un perfil u:
=y y = d7(x,p0) < Ay, pu).
Finalmente se puede definir C> como la regla de eleccion asociada a ==, es decir,
CE(V) = min(V, =2).
Es facil ver que =2 es un preorden total. Para aclarar el comportamiento de esta regla veamos el

siguiente ejemplo: sea X = {x,--- , 215} dieciséis alternativas y N = {1,2,3,4} cuatro votantes.
Codifiquemos las alternativas de la siguiente manera:

2o = (0,0,0,0) z1 =1(0,0,0,1) x5 =1(0,0,1,0) z3=(0,0,1,1)
Ty = (O, 1,0,0) Ty = (0, 1,0, 1) T = (0, ]., 1,0) Ty = (0, 1, 1, 1)
zs = (1,0,0,0) z9=(1,0,0,1) a10=(1,0,1,0) x5 =(1,0,1,1)
1‘12:( ,1, ,0) $13:( ,1, ,1) $14:(1,1,1,0) 1‘15:(1,1,1,1)

Definamos la siguiente distancia:

d: X xX —N
d(z;,z;) = # de coordenadas en que difieren z; y z;

Esta distancia es llamada distancia de Hamming. Sea u = (=1, =2, =3, =4), tal que el perfil asociado
py = {max(>1),--- ,max(>,)} viene dado de la siguiente manera:

Sea la agenda V' = X \ {(0,1,1,0),(1,0,1,0),(1,1,0,0), (1,1,1,0)}. Tlustraremos esta situacion
con la siguiente tabla.
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max(>=) | max(>=») | max(>=3) | max(>=4) | d*
00000 3 3 0 2 g
0,001y 3 3 I 310
0.0,1,0)| 2 2 I I 6
©00.1,1)| 2 2 2 2 8
0,1,00)| 2 2 1 1 6
0,101 2 2 2 2 8
OLLLY| 1 I 3 I 6
1,000y | 2 2 1 2 7
(1,00,1) | 2 2 2 3 9
(1,0,1,1) 1 1 3 2 7
A0 | 1 I 3 2 7
LLLY | 0 0 4 I 5

Es facil ver que C¥(V) = (1,1,1,1). Este tipo de funciones son muy estudiadas en el marco de la
fusion de la informacion.
Concluimos mostrando el resultado de comportamiento de C'* con respecto a las propiedades.

DS|-D|IAI|IC| o | ET | PF|PD| A | CFP | CDP | KP | KP* | PI
ViV ix | VIVIV |x]|x |V]V v | V|V ] x

La distintas demostraciones requeridas para llenar la tabla anterior la dejamos para comprobacion del
lector puesto que, aunque no es trabajo dificil es bastante laborioso. No obstante, es un buen ejercicio
y promueve el interés en proponer nuevos mecanismos de eleccion para luego valorarlo a partir de las
propiedades planteadas en este trabajo y otras que pudieran aparecer en la literatura.
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