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Resumen

A partir del teorema de Krein-Milman (en su version baricéntrica), es posible demostrar el
teorema de representacién de Riesz. Sin embargo, la prueba clasica de la versién baricéntrica del
teorema de Krein-Milman depende a su vez del teorema de representacién de Riesz, lo que
genera una dependencia circular. Mediante caracterizaciones de la convergencia de redes en
la topologia Lévy sobre el espacio

orba™ = {§: A — R" | j es aditiva, positiva y exteriormente regular},

donde A es un algebra de conjuntos del espacio normal y Hausdorff (), que contiene a los
abiertos de (); establecemos los resultados necesarios para demostrar la versién baricéntrica
del teorema de Krein-Milman sin apelar al teorema de representacién de Riesz. Como
consecuencia, obtenemos una demostracion del teorema de representacion de Riesz que depende
tnicamente de la version baricéntrica del teorema de Krein-Milman, eliminando asi la
circularidad en el razonamiento clasico.

Palabras clave: Teorema de Krein-Milman, Teorema de Representacién de Riesz, Topologia
Lévy, Medidas exteriores regulares, Versién baricéntrica.

Abstract

From the Krein-Milman theorem (in its barycentric version), one can derive a proof of the
Riesz representation theorem. However, the classical proof of the barycentric version of the
Krein-Milman theorem itself depends on the Riesz representation theorem, creating a circular
dependency. Using characterizations of net convergence in the Lévy topology on the space

orba™ = {u: A — R" | uis additive, positive and outer regular},

where A is an algebra of sets of the normal Hausdorff space (), containing the open sets of
(); we establish the necessary results to prove the barycentric version of the Krein-Milman
theorem without relying on the Riesz representation theorem. As a consequence, we obtain a
proof of the Riesz representation theorem that depends solely on the barycentric version of the
Krein-Milman theorem, thereby removing the circularity in the classical reasoning.

Keywords: Krein-Milman theorem, Riesz representation theorem, Lévy topology, Outer
regular measures, Barycentric version.

Resumo

A partir do teorema de Krein-Milman (em sua versao baricéntrica), é possivel demonstrar o
teorema de representacdo de Riesz. Contudo, a prova cldssica da versao baricéntrica do teorema
de Krein-Milman depende por sua vez do teorema de representagao de Riesz, o que gera uma
dependéncia circular. Mediante caracterizagdes da convergéncia de redes na topologia de Lévy
sobre o espago

orba™ = {y: A — R" | u é aditiva, positiva e externamente regular },

onde A é uma algebra de conjuntos do espago normal e Hausdorff (), que contém os abertos de
(); estabelecemos os resultados necessarios para demonstrar a versao baricéntrica do teorema
de Krein-Milman sem recorrer ao teorema de representagio de Riesz. Como consequéncia,
obtemos uma demonstracao do teorema de representaciio de Riesz que depende exclusivamente
da versao baricéntrica do teorema de Krein-Milman, eliminando assim a circularidade no
raciocinio classico.

Palavras chave: Teorema de Krein-Milman, Teorema de Representacio de Riesz, Topologia
de Lévy, Medidas externamente regulares, Versao baricéntrica.
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1. Introduccién

En Phelps 2001 se demuestra la equivalencia entre el teorema de Krein-Milman (2.4) y su version baricentrica. La
prueba de este resultado estd basada en el siguiente lema:

Si K es un conjunto compacto no-vacio en un espacio localmente convexo y Hausdorff X. Entonces x € Co(K) si y solo si existe
una medida boreliana y reqular y de probabilidad en K, tal que x es su baricentro.

La demostracion de este lema utiliza el teorema de representacion de Riesz en C(K). A partir de la version baricentrica
del teorema de Krein-Milman podemos deducir el teorema de representacién de Riesz. Pero en este momento, el
teorema de Krein-Milman no implica el teorema de representacién de Riesz, ya que este tltimo fue utilizado para
probar la equivalencia entre el primero y su versién baricentrica, como observamos antes. Nuestro objetivo, para
obtener el teorema de representacion de Riesz a partir del teorema de Krein-Milman, es establecer el lema mencionado,
sin ninguna dependencia del teorema de representacién de Riesz.

2. Preliminares

Los conceptos y resultados presentados en esta seccién son cldsicos y fundamentales en la literatura especializada.
Para un tratamiento riguroso de estos temas, el lector interesado puede referirse a (Boyd & Vandenberghe, 2004;
Dunford & Schwartz, 1957; Guerra & Jiménez, 2010; Hiriart-Urruty & Lemaréchal, 2001; Phelps, 2001; Rockafellar,
1970; Rudin, 2012) para espacios localmente convexos y normados. Para medida e integracion a (Aliprantis & Border,
2006; Bogachev, 2007; Cohn, 2013; Conway, 1990; Dunford & Schwartz, 1957; Folland, 1999; Panchapagesan, 1991;
Rudin, 1987, 2012). Para puntos extremales a (Aliprantis & Border, 2006; Bogachev, 2007; Conway, 1990; Dunford &
Schwartz, 1957; Guerra & Jiménez, 2010; Megginson, 1998; Phelps, 2001; Rudin, 2012).

2.1. Espacios localmente convexos y normados

En toda esta seccion X denotara un espacio vectorial sobre KK, con K igual a C ¢ R.

Definicién 2.1. Sea X un espacio vectorial.

(c) Sea K un subconjunto no-vacio de X. Un elemento x € X se llama un punto extremal de K si x = Ay + (1 — A)z con
¥,z € Ky0 <A < limplicaquex =y = z.

El conjunto de los puntos extremales de K lo denotamos por EXT(K). (Es posible que EXT(K) sea vacio).
Definicién 2.2. Sea X un espacio vectorial.

1. Si A C X, el menor conjunto convexo en X que contiene a A se llama la cdpsula convexa de A y se denota Co(A).

2. Si X es vectorial topologicoy A C X, el menor conjunto convexo y cerrado que contiene a A se llama la capsula convexa
cerrada de A y se denota Co(A).

Teorema 2.3. Sea A un conjunto en un espacio vectorial X. Entonces:

n

n
(1) CO(A) = {Zx\ix,-:n EN,A >0,x; €Ay Z/\izl}_
i=1 i=1

(ii) Si A;j es convexoparai =1,...,n, entonces Co (

Tc-

n n
Ai) = {2Aixi:Ai20/xi€Aiy 2)@—1}.

i i=1 i=1

(iii) Si X es vectorial topolégico, entonces Co(A) = Co(A).
o n
(iv) Si X es vectorial topoldgico y K; es convexo y compacto en X, parai =1,...,n. Entonces, Co <U Ki> es compacto y

=1
o n n l
ademds Co (U Ki> =Co (U Ki> .
i=1 i=1

Teorema 2.4 (de Krein-Milman). Sea X un espacio localmente convexo y Hausdorff. Si K es compacto y convexo no-vacio en
X, entonces K coincide con la cdpsula convexa cerrada de sus puntos extremales. Esto es, K = Co (EXT(K)).
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2.2. Medida e integracién

Definicién 2.5. Sea A un dlgebra de Q). Definimos los siguientes conjuntos:

(i) ba(A) = {p: A — K: paditiva y acotada}, y acotada en el siguiente sentido:
sup{|u(A)|: A € A} < +o0.

(it) bat(A) = {p € ba(A) : u > 0}.
(iti) ca(A) = {u € ba(A) : u o—aditiva}.
(iv) cat(A) ={p €ca(A):pu>0}.

Definicion 2.6. Sea S un espacio compacto y Hausdorff y sea ¥ una o-dlgebra de conjuntos de S que contiene los abiertos de S.
Sip: X — [0, +o00] es o-aditiva, decimos que y es regular si

u(E) = inf{u(V) : Vabiertoen SyE C V} = sup{u(K) : K compactoen SyK C E}, VE € X.
Denotamos rca™ (X) = {u € ca™ (Z) : p reqular}.

Teorema 2.7. Sea ji € ba(A) (resp. ca(.A)) donde A es un dlgebra (resp. o-dlgebra) de Q). Entonces para las operaciones de
adicién y multiplicacion escalar definidas conjunto por conjunto, ellos son espacios vectoriales. Si || jt||co = sup{||u(A)|| : A €
A}, u € ba(A), entonces || - ||co es una norma y ba(A) (resp. ca(.A)) es un espacio de Banach con respecto a || - ||co.

Definicion 2.8. Sea Q) un espacio topoldgico. Una medida p : B(QY) — [0,1] con u(Q)) = 1 se llama una medida boreliana
de probabilidad en Q). Cuando Q) es compacto y Hausdorff, y ademds y es regular, se dice que y es una medida boreliana y
regular de probabilidad en Q).

Teorema 2.9. Sea Q) un espacio topoldgico y sean Cp(Q) = {f: Q — K : f continua y acotada} y || f||e = sup{|f(w)] :
we Q}, feCy(Q). Entonces:
() (Cp(QY), || - ||eo) €s un espacio de Banach.

(ii) Si Q) = S es compacto y Hausdorff, entonces Cy(S) = C(S) = {f: S — K : f continua} y asi C(S) con || - ||cc €s un
espacio de Banach.

Teorema 2.10 (de representacién de Riesz en C(S), S compacto y Hausdorff). Sea S compacto y Hausdorff y sea
A : C(S) — K un funcional lineal y positivo. Entonces existe una iinica medida y boreliana y reqular en S tal que

A(f) = /Sfdy para todo f € C(S).

2.3. Los puntos extremales de B¢ (s)«, S compacto y Hausdorff

Lema 2.11. Sea K un conjunto compacto y no vacio en un espacio localmente convexo y Hausdorff E, y supongamos que Co(K)
es compacto. Entonces EXT (Co(K)) C K.

Lema 2.12. Sea S compacto y Hausdorff y sea X un subespacio vectorial cerrado de C(S). Para cada s € S, sea s el funcional
sobre C(S) tal que 65(f) = f(s), f € C(S). Entonces, cada punto extremal de la bola unitaria cerrada By~ de X* es de la
forma ads para algiin « € C con |a| = 1y algiins € S.

Teorema 2.13 (Descripcién de EXT(Bc(s)-)). Si S es compacto y Hausdorff, entonces
EXT(Bc(s)-) = {ads:a € C,la| =1ys € S}.

El teorema anterior, permite identificar S con el subconjunto {J; : s € S} de EXT(B((s)-) mediante la aplicacién
s — Js. El préximo resultado dice que esta aplicacion es un homeomorfismo, cuando su rango se dota de la topologia
débil* de C(S)*.

Teorema 2.14 (Identificacién topoldgica de S en Be(sy-). Sea T: S — EXT(Bc(s)-) la aplicacién dada por T(s) = . Si
S ={6;:5 €S} entonces T: (S,7) — (é,a(C(S)*,C(S))
Hausdorff de S.
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Por ultimo, como una aplicacién de los dos teoremas anteriores, se tiene el siguiente resultado; que motiva el estudio
presentado en la préxima seccién.

Teorema 2.15. Sea S compacto y Hausdorff, y sea P = {x* € C(S)" : ||x*|| = x*(1) = 1}. Entonces:
(i) P es compacto en la topologia débil* de C(S)*.
(ii) P es un subconjunto convexo de C(S)* y cada elemento de P es un funcional positivo.
(ifi) (1) EXT(P) = {ds s € S}.
(b) EXT(P) con la topologia débil* de C(S)* es homeomorfo con S, y en consecuencia débil*-compacto.

(iv) Para cada x* € P existe una vinica medida yi,+ boreliana y reqular de probabilidad en P, tal que f(x*) = / f dyy para
P

todo f € C(S) (aqui f € C(S) como elemento del dual de C(S)* con la topologia débil*). Ademds, .+ es soportada por
EXT(P) en el siguiente sentido:
e (P\ EXT(P)) = 0.

2.4. Laversién baricentrica del teorema de Krein-Milman

Utilizando el teorema de representacién de Riesz, se caracteriza la cdpsula convexa cerrada de un compacto K no
vacio en un espacio localmente convexo y Hausdorff X, en términos de baricentros de medidas borelianas y regulares
de probabilidad en K. Este resultado se utiliza para dar la versién baricéntrica del teorema de Krein-Milman.

Definicién 2.16. Sean K un subconjunto no vacio y compacto de un espacio localmente convexo y Hausdorff X, y y una medida

boreliana y regular de probabilidad en K. Decimos que un elemento x en K es el baricentro de y si x*(x) = / x* dy para todo
K

x* e X"

En términos de la definicién anterior, podemos enunciar (iv) del teorema 2.15 en la siguiente forma.

Teorema 2.17. Sea P = {x* € C(S)* : ||x*|| = x*(1) = 1}. Entonces cada x* € P es el baricentro de una medida boreliana y
regular de probabilidad y~ en P, la cual es soportada por EXT(P).

Lema 2.18 (Caracterizacién de Co(K) en términos de baricentros). Sea K un compacto no vacio en un espacio localmente
convexo y Hausdorff X. Entonces x € Co(K) si y sdlo si existe una medida boreliana y regular de probabilidad en K, tal que x es
el baricentro de esta medida. (Proposicién 1.2 en (Phelps, 2001))
Teorema 2.19 (La version baricéntrica del teorema de Krein-Milman). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) Teorema de Krein-Milman. Sea K un conjunto convexo y compacto no vacio en un espacio localmente convexo y
Hausdorff X. Entonces K = Co (EXT(K)).

(ii) Version baricéntrica del teorema de Krein-Milman. Sea K como en (i). Entonces cada x € K es el baricentro de una
medida boreliana y reqular de probabilidad en K, la cual es soportada por la clausura de los puntos extremales de K.

Demostracion.

(i)=-(ii) Sea K un conjunto convexo y compacto no vacio en un espacio localmente convexo y Hausdorff X. Si

x € K, de (i) se sigue que x € K = Co(EXT(K)) = Co (EXT(K)) .Como EXT(K) es compacto, pues es cerrado
y estd contenido en K, del lema 2.18 se tiene que existe una medida y boreliana y regular de probabilidad en

EXT(K) tal que

f(x) = “du, Vx*e X" 2.1
)= [ e
Definiendo fI en B(K) por fi(A) = u (A N EXT(K)), A € B(K); i es una medida boreliana y regular de
probabilidad en K tal que fi (K \ EXT(K)) = u(®) = 0. De esto y la identidad (2.1) se sigue que x*(x) =
*dp, Yx* e X'
/K x*dp, Vx

Asi x es el baricentro de una medida fI boreliana y regular de probabilidad en K, la cual es soportada por

EXT(K).
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(ii)=(i) Sea K un conjunto convexo y compacto no vacio en un espacio localmente convexo y Hausdorff X. Si
x € K, por hipétesis x es el baricentro de una medida y boreliana y regular de probabilidad en K, la cual es

soportada por EXT(K). Asi, u(K) =1y u (K \ EXT(K)) = 0; y en consecuencia,

u (EXT(K)) = u(K) = p (K\EXT(K) ) = p(K) = 1.

Por lo tanto EXT(K) # @y ademas compacto. Se sigue del lema 2.18 que

x € Co (EXT(K) ) = Co(EXT(K)).
Esto prueba que K C Co(EXT(K)) y en consecuencia K = Co(EXT(K)). O

2.5. Deduccién del teorema de representacion de Riesz a partir del teorema de Krein-Milman.

A partir de la versién baricéntrica del teorema de Krein-Milman podemos deducir el teorema de representaciéon de
Riesz para funcionales lineales y positivos en C(S)*, con S compacto y Hausdorff.

En efecto, en el teorema 2.15 vimos que el conjunto

P={x*€C(S":|x*| =x"(1) =1} = {x* € C(S)* : ||x*|| = 1yx* positivo} es convexo y compacto en la
topologia débil* del espacio localmente convexo y Hausdorff C(S)*.

De la version baricéntrica del teorema de Krein-Milman, cada x* € P es el baricentro de una medida 7i,.. boreliana y

regular de probabilidad en P, la cual es soportada por EXT(P). También, en 2.15 teniamos que hay un homeomorfismo
®:S — EXT(P),y en consecuencia EXT(P) = EXT(P). Asi, tenemos que

FO) = g 1 22)

paratodo f € C(S) = (C(S)*,a(C(S)*,C(S)))*.
Si definimos fi,+ (A) = 1i,.(®(A)), A € B(S), tenemos que fi,+ es una medida boreliana y regular de probabilidad
en S, y laidentidad (2.2) es equivalente a x*(f) = /fdﬁx*, Vf e C(S).

S

En general, si x* € C(S)* es positivo y no nulo, entonces x*/||x*|| estd en P y por tanto existe una medida /i,
boreliana y regular de probabilidad en S tal que

x* .
|x(f||) = /Sfdyx*, Vf e C(s). (2.3)
Luego, pyx+ = |x*||fix+ es una medida boreliana y regular en S, y la identidad (2.3) se transforma en x*(f) =

[ fdn, vf e Ces).

Para ver que ji,+ es tnica, supongamos que v es una medida boreliana y regular en S tal que x*(f) = / fdv, Vf €
S

C(S). Si K es compacto en S; dado € > 0, por la regularidad de i+ y v, existe un abierto U en S con K C U tal
que px(U) < puy<(K)+€y v(U) < v(K) + €. Por el lema de Urysohn, existe f € C(S) con0 < f < 1 tal que
f(K)={1}y f(S\U) = {0}, y en consecuencia i+ (K) < /fdyx* = /fdv <v(U) <v(K)+e. Comoe > 0es
S S

arbitrario, concluimos que py+(K) < v(K). De manera andloga v(K) < uy+(K), y en consecuencia py+(K) = v(K)
para todo compacto K en S. Se sigue de la regularidad de py+ y v que py = v.

Asi queda establecido el teorema de representacion de Riesz para funcionales lineales positivos en C(S), con S
compacto y Hausdorff.

Desafortunadamente el teorema 2.19, que se usé en la discusién anterior, fue deducido del lema 2.18; en cuya
demostracién se utiliza el teorema de representacién de Riesz (Proposicién 1.2 en (Phelps, 2001)). Por lo tanto, en esta
discusion el teorema de representacién de Riesz no es efectivamente una consecuencia del teorema de Krein-Milman.

Asf, para obtener el teorema de representacion de Riesz a partir del teorema de Krein-Milman, tenemos que establecer
el lema 2.18 sin ninguna referencia al teorema de representacién de Riesz.
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Masani 2006 dio las herramientas necesarias para definir una topologia en la coleccién de las medidas borelianas y
regulares en S, tal que la subcoleccién de las medidas borelianas y regulares de probabilidad forman un compacto, y
la convergencia es caracterizada por la convergencia débil* en C(S)*. El objetivo de las siguientes secciones es el
de definir esta topologia y caracterizacion de la convergencia para establecer el lema 2.18 sin ninguna referencia al
teorema de representacion de Riesz.

3. Conjuntos de frontera y-negligible

Si () es un espacio normal y Hausdorff, y A es un algebra de () que contiene a los abiertos de (), entonces para cada
€ bat(A) demostramos que A?, ={A € A: u(dA) = 0} es un algebra contenida en A y que las funciones en

. . . p) .
Cy(Q2) pueden aproximarse por sucesiones de funciones A5 — simples.

”(I;ambién probamos que para una cierta topologia de p((2), la coleccién 7, = TN .Az, donde T es la topologfa de (), es
ensa.

Los conjuntos A, Afl, Ty Ty

Antes de comenzar la seccién, fijaremos la notacién a usar:
e () es un espacio normal y Hausdorff, con topologia 7.

C: es la coleccién de los conjuntos cerrados de Q).

K es la coleccién de los conjuntos compactos de Q.

A denotard un 4lgebra de Q) conteniendo los abiertos en (), estoes T C A.

A(7) denotaré el dlgebra generada por 7.
Recordemos de la definicién 2.5 que ba(A) = {u : A — K | u aditiva y acotada} y
ba* (A) = {u € ba(A) | u = 0}.
Para jt, v € bat(A), sean:
o Ay={AcA|u(A) =0}y A) ={Ac A|p@A) =0}.
° T = TﬂAg ={Uet|p@U) =0}y, ="1NT.
Para A,BC ), seaI(A,B) ={CC Q| ACCCB}, ynétese que [(A,B) =Dsi A Z B.
Definicién 3.1. Sea B = {I(C,U) : C € Cr y U € 1}, y observemos que

I(Cq,Uy) ﬂ I(Cy, Up) = I(C1 UCyp, Uy NUy), esto es, B es cerrado por intersecciones finitas. Ademds, (D, Q) = p(Q), la
clase de todos los subconjuntos de Q). Ast, B es una base para una topologia T, ) en p(€2).

Lema 3.2. Sean U € Ty C € Cr con C C U. Entonces, una y sélo una de las siguientes afirmaciones es cierta:
(i) I(C,U) contiene algiin abierto y cerrado en Q).

(ii) Existe una familia {U, : 0 < r < 1} de conjuntos abiertos en Q) tal que
CCcu CcuU, CUy, # @ para0 < r < 1. Ademds, oU, N oU, = @ para r # r'. Por consiguiente,
{Uy: 0 <r <1}y {oU, : 0 < r < 1} tienen la cardinalidad de R.

Demostracion. Como Cy D = O\ U son cerrados y disjuntos, por el lema de Urysohn, existe una funcién f € C,(Q2)

tal que
0<f<1, f(O)={1} y f(D)={0}
Parar € [0,1], sea
Ur == f_l ((1’, 1]),
que es abierto en (), pues f es continua y (7, 1] es abierto en [0, 1] (en la topologia relativa a la de R).

Ademas,
CCrY(rn1)=U CU C Y1) < ((01]) CU.

Bases de la Ciencia @@@@
i | Revista de la Facultad de Ciencias Basicas BY NC_ND

& revista.bdlaciencia@utm.edu.ec Vol. 10. Ndm. 2 (39-55): mayo-agosto, 2025 DOI: 10.33936/revbasdelaciencia.v10i2.7528


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.en
mailto:revista.bdlaciencia@utm.edu.ec
https://doi.org/10.33936/revbasdelaciencia.v10i2.7528

El teorema de representacion de Riesz a partir del teorema de Krein-Milman

caso 1: SiolU, = @ para algunr € (0,1), entonces
Ur = Ur UaUr - u;f.
Por tanto, U, es abierto y cerrado en (), y asf (i) es cierta.

caso 2: Siol, # @ paratodor € (0,1).Seanr, 7’ € (0,1) conr # t',y sin pérdida de generalidad supongamos
que r < '. Entonces

Uy = () € £ (1) = U,

Sabemos que un conjunto abierto y su frontera son disjuntos. Por lo tanto,
U, CU, CU, y ou,NU, =

implica que
ou, Nnaol, = Q.

Esto completa la demostracion. O

Teorema 3.3 (7,,(y)-densidad de 7, en p(Q))). Sip € ba*(A), entonces T, es T,,()-denso en p(Q2).

Demostracién. Basta probar que 1), intersecta cada elemento de B en la definicion 3.1.

SiI(C,U) € B, porellema 3.2, I(C, U) contiene algtin conjunto A abierto y cerrado en (), o una familia no numerable
{U, : 0 < r < 1} de conjuntos abiertos en Q) cumpliendo las condiciones en (ii) del lema 3.2.

Primer caso: Si existe A abierto y cerrado, entonces A = @y por tanto A € 1,. Asi, I(C,U) N1, # O.

Segundo caso: Los conjuntos {dU, : 0 < r < 1} son mutuamente disjuntos. Como y es finitamente aditiva, para toda
familia finita | de r’s en (0,1):

Y uU) =u | Jour | < u(Q) < +oo. (3.1)
ref rej

Por tanto, Y u(oU,) = sup {Zy(all,) 1] C(0,1) yﬁnito} < u(Q) < 4oo.

0<r<1 ref

Del problema resuelto 6.8 de Panchapagesan 1991, u(dU,) = 0 salvo para un conjunto a lo sumo numerable de
t's € (0,1). Asi, existe algun U, € T1,. Luego U, € I(C,U) N T,.
En cualquier caso, I (c,uyn Ty # @, lo cual demuestra el teorema. O

Corolario 3.4 (7,,()-densidad de 7, en p(Q)). Sean u,v € ba™ (A). Entonces T,y es T (q)-denso en p(Q).

Proposicién 3.5. Ag es una dlgebra de Q), para cualquier p € ba™ (A). En consecuencia, Afl es una subdlgebra de A que
contiene a T, y por tanto A es T,,(y)-denso en p(Q2).

Teorema 3.6 (de aproximacién). Si f € C,(Q)), entonces existe una sucesion (s,), de funciones A?,—simples tal que

Jim {[sy — fllo = 0.

Demostracién. Si f es real, ya que es acotada, existen a,b € R tales que a < f(w) < b para todo w € (). Para cada
r € R, sea
Cr = f1(—o0,1].
Es claro que C; es cerrado en QQ y ademés C; = @ parar < a,y C, = Q parar > b.
Siry < ry, tenemos que
Cry = f 1 (~oo,11] C f(=00,12) C f1(~00,15] = Cp,

por lo que, de la continuidad de f,
C}’] g C1’2 g Cr2~
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Ya que dC;, = 8C°rz es disjunto con érz/ deducimos que
daC;, NG, = @.

Como y es positiva, acotada y finitamente aditiva, se tiene que

Y. u(aC) SP‘( U ac,) SM( U c,) =u (b)) = p(Q) < +oo

r€(a,b] r€la,b] r€lab)

(ver (3.1) en la demostracién del teorema 3.3), y asi concluimos que 4#(9C;) = 0 salvo un nimero a lo sumo numerable
de r’sen [a,b], que denotaremos E = {r1,...,7p,...}.

Como [a, b] es compacto, dado k € N existe un cubrimiento finito

1 1 .
(tl_zl(ﬂltz+2]('|'l)/ 121,...,7’1(1()

defa,blcona <t < -+ <ty < by por ser E alo sumo numerable, podemos escoger r(()k) =a< r§k)

V,(lk&) = b tales que

< e K

0 <

% v nEE =1 (k).

Asi, C ) € A‘; parai=1,...,n(k)y ademds
n() K (k k
Q=f1abl=Jf! (rl(_)l,rf )} uft {a,r% )] .
i=2

Como Crgk) =f! (—oo, rl(k)} =f1! (a, rl.(k)}, tenemos que

1

y luego

donde, por la proposicion 3.5, cada Cw \C () estien A

i i1
51 (k) (k)
A1 = Crgk) yAz =C (

<
-

es una funcién Ag—simple y real, definida sobre ().

Ahora, dado € > 0 y tomando ky € IN tal que 2%0 < €, tenemos que para todo w € ()

1 1
< — <esik > k.

se(w) = f(w)] < 55 < o

Por tanto
tim [ls; — flloo = 0.
k—o00
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Para f € C,(Q) cualquiera, sean f; = Re f y f, = Im f. Por el caso anterior, existen sucesiones (55,1)) , (s,(qz)) de
n n

funciones Ag—simples, reales y definidas sobre () tales que
lim ||s{) — filee =0, i=1,2
n—00 n 1]]00 7 4 .

Luego, si s, = s,(}) + is,(qz) paran € N, (sn)n es una sucesion de funciones .Af,—simples definidas sobre Q) y

Iim [|sy — flleo = 0. O

4. LaRegularidad Exteriorde u € ba™(A)

Para p € ba™ (A), introducimos el concepto de regularidad exterior en términos de los valores de y en los conjuntos
abiertos y caracterizamos este concepto. Usando los resultados 3.3 y 3.4 de la seccién anterior establecemos un
teorema de identidad, el cual jugard un papel fundamental en la siguiente seccién.

Los conjuntos orba™t (A) y rba™ (A)

Notacion 4.1. Usaremos las siguientes notaciones:
orbat (A) = {u € bat (A) : u exteriormente regular} y rba* (A) = {y € ba™ (A) : u regular}.

Siba(A) = {u: A — K: uaditiva y acotada}, es bien conocido (ver 2.7 ) que ba(.A) es un espacio de Banach cuando
la adicién vectorial y la multiplicacién por escalares se definen conjunto por conjunto y la norma se da por

[#lco = sup{|p(E)| : E € A} 41)
Proposicién 4.2. ba™* (.A) es un cono convexo cerrado en el espacio de Banach ba(A).

Por la proposicién 17.24 de (Panchapagesan, 1991), tenemos el siguiente resultado.
Lema 4.3. Para cada y € ba(A), la variacion total v(p) es aditiva en A. Ademds, para cada E € A
sup{|u(A)|: Ac AyACE} <v(u)(E) <4sup{|u(A)|:Ac AyACE} 4.2)

En consecuencia v(y) es acotada.

Por la ecuacion (4.2) del lema anterior, es claro que la norma || - || definida en ba(A) por la identidad (4.1) es
equivalente a la norma de la variacion total dada por |i| = v(u)(Q)). Por lo tanto, (ba(.A), | - |) es también un espacio
de Banach, homeomorfo con (ba(.A), || - ||e) bajo la aplicacion identidad.

Proposicion 4.4. Se tiene que:
(i) orba™ (A) es un subcono convexo cerrado del cono ba™t (.A) en el espacio de Banach ba( A).

(ii) Para todo r > 0, las truncaciones B" = orba™ (A) N B(0, r) son conjuntos convexos y cerrados de la bola B(0,r).

Proposicion 4.5. Sea i € bat™ (A). Entonces y es exteriormente regular sobre A si y sélo si
#(A) =sup{u(C):CeC,yCC A} paratodo A € A.

Proposicion 4.6. Sea i € ba™ (A). Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) u € orbat(A).
(ii) Paracada A € A, u(A) = ulirg u(U), donde Dy = {U € 7: A C U} es dirigido por la relacion U < V si V C U.
€Dy

(iii) Paracada A € A, u(A) = Chr]]:g #(C),donde E4 = {C € C¢ : C C A} es dirigido por la relacion C; C Cp si C; C Co.
€LA
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La proposicién anterior, que es valida en cualquier espacio topoldgico ), puede ser fortalecida cuando () es normal y
Hausdorff, mediante el teorema 3.3 y el corolario 3.4 de la seccién anterior, si y se restringe a C.

Teorema 4.7. Sean p € orbat (A) y C € Cr. Siv € ba™ (A) entonces

ugllgr?my ul) =pu(C) = ungigrlm,,,, u(U)., donde Dc = {U € t: C C U} es dirigidopor U < VsiV C U.

Demostracion. Por la proposicion anterior, u(C) = ulirlr)l u(U). Luego, dado € > 0 existe Uy € D¢ tal que u(U) <
€Dc

#(C) +¢€, paratodo U € D¢ con U C Up.
Por el teorema 3.3, 7, N [ (C,Uy) # @y por tanto existe Uy € T, tal que C C Uy C Up. Luego, para todo U € Dc N1y

con U C Uj tenemos que p(C) < u(U) < u(Uy) < u(C) + €. En consecuencia, j(C) = u llgrnﬂ ().
cDc Tu
De manera andloga y usando el corolario 3.4 en lugar del teorema 3.3, deducimos el segundo resultado. O

Teorema 4.8 (de identidad). Si u € orba™ (A) y v € ba™ (A), entonces y estd determinada por su restriccién a Ty,,. En
consecuencia, si y,v € orba™t (A) entonces Hlow = Vig, — K=V

Demostracién. Sean u € orba™ (A) y v € ba™ (A). Por el teorema anterior,

u(C) = Uegérrlwﬂ(u), VC € Cy. 4.3)

Pero, por la proposiciéon 4.5; u(A) = sup{u(C) : CC A yC € (C,}, YA € A. De esto y la identidad (4.3) se sigue
que p estd determinada por Mg, SV € orbat(A)y oy = Vs, €Ntonces

w(C)= lim pU)= lim v(U) =v(C), VCeCl.

UEDcﬁTﬂ,V UEDCmTy,V

De la proposicién 4.5 concluimos que y = v. O

Corolario 4.9. Supongamos que T C F, donde F es una clase de subconjuntos de Q). Si
A F — [0, +00) es una funcion de conjuntos, entonces puede existir a lo sumo un y € orba™ (A) tal que oy = ALy,

5. La Regularizacién Exterior de y € ba™ (A)

El objetivo de este secci6n es probar que para cada y € ba™ (A), donde A es un algebra de un espacio Q normal
y Hausdorff, conteniendo los abiertos de (), existe una tnica i € orba™ (A(T)) tal que i = u sobre la coleccion
{A € A(7) : i(0A) = 0}. A f1 la llamaremos la regularizacién exterior de y. Cuando Q) = S es compacto y Hausdorff,
se tiene la existencia de una tnica i € rca™ (B(S)) tal que i = p sobre {A € B(S)N A : ji(dA) = 0}. Eneste caso a ji
la llamaremos la regularizacién de .

Lema 5.1. Si C € Cr y U, Up € T son tales que C C Uy U Uy, entonces existen C1,Cy € Cr tales que C1 C Uy, Co C Up y
CiUuCG =C_C.

Utilizando el lema anterior se prueba la siguiente proposicién.

Proposicion 5.2. Sea p € ba™t (A). Si p.(U) = sup{u(C) : C C Uy C € C¢} para U € T, entonces:

(ii) 1.(D) = 0.
(iii) p« es monétona. Estoes, U, Up € Ty Uy C Uy = u(Uy) < ps(Up).
n n
(iv) us« es finitamente subaditiva en T. Esto es, py <U Ui> < Z s (U).
i=1 i=1

Definicién 5.3 (La medida externa y* inducida por y). Sean p € ba™ (A) y u. como en la proposicion 5.2. Definimos la
medida externa p* inducida por p en p(Q) por w*(E) = inf{pu.(U): EC Uy U € 1}.

Proposicién 5.4 (propiedades de u*). Sea y € bat (A) y sea yu* la medida externa inducida por y en p(Q). Entonces:
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(i) p* estd bien definida y u*(p(Q)) C [0, u(Q)].
(it) p*(@) =0.
(iii) p* es mondtona.
(iv) u* es finitamente subaditiva.
@) pel(-) = () Su()ent
(i) u(-) < p*(-)enCy.
(vii) u* es claramente regular, en el siguiente sentido: u* (E) = inf{u*(U): EC Uy U € t}.

(viii) Para todo A € A, yu* (2) < u(A) <u*(A).

(ix) Si A€ Ay u*(0A) =0, entonces u*(A) = u(A) y u(0A) = 0.
Definicién 5.5 (los conjuntos y*-medibles). Sea M, = {E C Q: u*(B) = u*(BNE)+u*(B\E), VB € p(Q)}. Los
miembros de M+ serdn llamados los conjuntos y*-medibles. Sea ji = er .
/ ]4*

Proposicion 5.6 (Propiedades de M« y fi). Sea y € ba™ (A) y sea p* la medida externa inducida por y. Entonces:
(i) My es un dlgebra que contiene a A(T).

(ii) SiE C Qy u*(9E) = 0, entonces E € M.

(iiif) Si A€ Ay p*(0A) = 0, entonces A € My y fi(A) = u(A).

(iv) fi € orba™t(M»).
Utilizando las proposiciones anteriores podemos establecer el primero de los dos teoremas principales de la seccion.
Teorema 5.7 (La regularizacion exterior de y € ba™ (A)). Sea u € ba*t(A). Entonces:

(i) Existe una iinica ji € orba™ (A(7)) tal que A € A(t) y i(0A) =0 = ji(A) = u(A).
(it) Esta iinica ji es obtenida de p via: p, (V) = sup{u(C) : Ce€ CryCCV}, VV ety
fa(A) =inf{u,(V): VetyACV} VA e A1)

(iii) fi (A) <u(A) <j(A), paratodo A € A.

A i se le llama Ia regularizaciéon exterior de p.

Demostracion.
(i) Sean M+ y ji como en la definicién 5.5. De la proposicién 5.6 se tiene que M« es un dlgebra que contiene a
A(7), 1 € orba™ (M) y ademas A € Ay fi(dA) =0 = A € M yfi(A) = u(A).

Considerando ji restringida a A(7), tenemos que fi € orba™ (A(T)) es tal que
Ac A(t) y p(0A) =0 = f(A) = p(A).

Asi ey = Mg, ¥ del corolario 4.9, concluimos que esta i es tinica.

(ii) Es obvio, ya que la fi en (i) es dada por 5.2 y 5.3.

o

(iii) De 5.4(viii) se tiene que para todo A € A, u* (A) < u(A) < u*(A) y de la definicion 5.5 se sigue que

o

i (A) < u(A) <pu(A)paratodo A € A. O

Con el propésito de especializar el teorema anterior cuando () es un espacio compacto y Hausdorff, se tiene el
siguiente lema.
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Lema 5.8. Supongamos que S es un espacio compacto y Hausdorff. Entonces:
(i) Cada y € orba™ (A) es o-aditiva y regular, donde A es un dlgebra de conjuntos en S, conteniendo los abiertos de S.
(ii) Sea p € ba™ (A) con A como en (i). Si u*, fi y M= son como en la proposicion 5.6 (ya que S es normal y Hausdorff),

entonces p* es una medida exterior en p(S), M+ es una o-dlgebra conteniendo a B(S) y fi es o-aditiva y regular en

M.

Teorema 5.9 (La regularizacion de y € ba™ (A)). Sea S un espacio compacto y Hausdorff, y sea A un dlgebra de conjuntos
en S conteniendo a los abiertos en S. Sea y € ba™ (.A). Entonces:
(i) Existe una iinica fi € rca™ (B(S)) tal que A € ANB(S) y i(0A) =0 = ji(A) = u(A).

(ii) Esta fi es obtenida de p via: (V) = sup{u(C) : Ce€ CryCCV}, VW ety
fa(A) =inf{u.(V): VetyACV} VA € B(S).

(iii) fi satisface: fi (2) < u(A) <ji(A)paratodo A € A.

Demostracion.

(i) Sean M« y i como en la definicién 5.5. De la proposicion 5.6 y el lema 5.8 se tiene que M+ es una o-algebra
conteniendo a B(S) y fi € rca® (M) tal que
Ac Ay a0A) =0 = A€ My yji(A) = u(A). Considerando /i restringida a B(S), tenemos que
i €rcat(B(S))estalque A€ ANB(S) y ji(d0A) =0 = fji(A) = u(A). Asi ﬁ'ﬁ? =My, ¥ del corolario 4.9

concluimos que ji es tinica.

(ii) y (iii) son probadas exactamente igual que en 5.7(ii),(iii). O

6. Latopologia Lévy en orba™(A)

En el cono orba® (A) definimos una topologia 7;, llamada la topologia Lévy y describimos 7 en términos de la
convergencia de redes, la cual facilita la verificacion de que 7; es compatible con las operaciones del cono orba™ (A) y
que las truncaciones B(0,7) Norba™t (A) y las superficies {y € orba™ (A) : ||u||c = r} son 7j-cerrados para r > 0.

Aunque la topologia 7; puede ser definida en orba™ (A) para cualquier espacio topologico (), la hipétesis de que () es
normal y Hausdorff nos permite asegurar que 7; es Hausdorff.

Definicién 6.1. Si y € orba™ (\A), para cada A € Ag y cada € > 0 sea
N(u; Ae) = {v €orba™ (A) : [v(A) — u(A)| < e}.
Proposicion 6.2. Sea B(y) = {N(y; Ae):Ace Af, ye> O} para cada y € orba™ (A).

Sea N (u) la coleccion de todas las intersecciones finitas de los miembros de B().

Sea 1) = {V Corba®(A):Vu e V,3V(u) € N(u)/V(u) C V}. Entonces 1 es una topologia en orba™ (A), y ademds
cada V € N (u) es una vecindad de .

Definicién 6.3. La topologia T; definida en la proposicion 6.2 se llama la topologia de Lévy en orba™ (A).

Nota 6.1. La topologia de la convergencia puntual 74 en orba™ (A) (i.e. o — pen 4 < ug(A) = u(A), VA € A)
dada por la Conver§encia puntual en 4 es mds fina que la topologia 7; (ver la proposicién 6.7 mds adelante), y
claramente, como A}, varfa con y, la topologia 7; no es invariante por traslacién como la topologia de la convergencia
puntual 4.

Teorema 6.4. T; es Hausdorff.

Nota 6.2. Como en el teorema 6.4 usa en su demostracién el teorema de identidad, este es el lugar donde la hip6tesis
de que ) sea normal y Hausdorff se necesita para la validez del teorema.

Proposicién 6.5 (Convergencia en la topologia Lévy). Una red (juq)q es T-convergente a y en orba™ (A) si y solo si
liﬂr(n ta(A) = u(A) para todo A € Ai.
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Demostracion. Supongamos que liorén Ho = penT.SiAcC A‘Z, dado € > 0 existe a tal que

Ha € N(p; A€), Va > wg. Es decir [uy(A) — u(A)| < e, Va > ap. Por lo cual, liﬂr(n #a(A) = u(A) paracada A € Afl.

Reciprocamente, supongamos que lim Ha(A) = u(A) para cada A € Ag. SiV e N(u), existen Ay, ..., Ay € .A,a,

y €1,...,€n > 0 tales que V = ﬁ N(u; Aj, €;). Por hipotesis, para € = min{e; : i = 1,...,n} existen w; tal

que |pua(A;) — u(Aj)] < €, Ya > l;il, parai = 1,...,n. Seaayg > w;, i = 1,...,n. Entonces, es claro que p, €
n

(Y N(; Ai,€) €V, Va > ag y por tanto, jta — ji en 1. O
i=1

Utilizando la proposicién anterior, se puede probar que las operaciones de adicién y multiplicacién por escalares
no-negativos son 7j-continuas en orba™t (A).

Teorema 6.6. Las siguientes aplicaciones son continuas:
(orba™ (A), 1) x (orba™ (A), 1) — (orbat(A), 1)
(wv) —ptv

(i) [0, +00) X (orba™ (A),1;) — (orba™(A), 1)
(a,p) —ap

Teorema 6.7 (Sobre las truncaciones y las superficies). Se tiene que:

(i) La topologia T en orba™ (A) es mds débil que la topologia de la convergencia uniforme en A. Es decir, si sup{|pua(A) —
u(A)| : A e A} — 0entonces py — pen .

(ii) Sea (Ja)aep una red en orba™t (A) que converge a y en ;. Entonces
#l]e = lim f[ialeo < sup{[[Halleo : & € D} < o0.

(iii) Para todo r > 0, las truncaciones B(0,r) Norba™t (A) y las superficies {u € orba™ (A) : ||« = r} son 1-cerrados.

Demostracion.

(i) Como A% C A, (i) es evidente por la proposicién 6.5.

(ii) Por la proposicién 6.5, para U € 1, C Ag tenemos que ilerg ua(U) = p(U), y asi
lu(u)| = l}‘lerg |tta (U)| < sup{||pial|ec : @ € D}. Como Q) € T, deducimos que
lilleo = p(Q) = limpo(Q) = lim [[pafle < supiflalleo : @ € D}, ya que p, o son no-negativas y ast
monotonas.

(iii) Sea (yia)a unared en B(0,7) Norba™t(A) tal que py — p en orba™ (A), en la topologia 1.
De (ii) se sigue que || jt]|co = lim |ltalle <7,y asipu € B(0,r) Norba™ (A). Esto prueba que B(0,7) Norba™(A)
es Tj-cerrado.
De manera andloga, se tiene que {y € orba™t (A) : ||u|lw = r} es 7-cerrado. O

Nota 6.3. El resultado (iii) en el teorema anterior serd fortalecido en la seccién 8, cuando () = S es un espacio
compacto y Hausdorff.

7. El espacio dual de B(Q)g, %)

Si ()9 es un conjunto no-vacio y X es un dlgebra de conjuntos de )y, sea B(Q), L) el espacio de todas las funciones
complejas que son limite uniforme de sucesiones de funciones X-simples. Entonces cada miembro de B(()y, X) es
acotado y luego, (B(Qo, %), || - ||) es un espacio de Banach. En esta seccién demostramos que su dual es ba(X), en
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el sentido de que existe un isomorfismo isométrico ® de B(Q)y, X)* sobre ba(X) tal que si x* € B(()y, X)* entonces
X (f) = [ fdd(x), ¥f € B(Oo,T).
0

Recordemos que una funcién s : g — K se llama X-simple si s toma un ndmero finito de valores a7, ..., «, en K tal
n

que s7l(a;) € X paratodoi =1,...,n. equivalentemente, s es de la forma s = Z ajxg; donde E; € ¥, E;NE; =@
i=1

n
parai #j,y Qo = 'Ul E;.
1=

Definicién 7.1. Si f : Qg — K es una funcion, decimos que f es -medible si f ~*(B) € X para todo conjunto boreliano B en
K.

Definicién 7.2. Sea B(Q, X) la coleccién de todas las funciones f : Qg — K para las cuales existe una sucesion (s,), de
funciones X-simples tal que s, — f uniformemente en ().

Se tienen los siguientes resultados.
Proposicién 7.3. Cada funcién escalar L-medible y acotada en Q) pertenece a B(Q)y, L).

Proposicién 7.4. Si (), Ty) es un espacio topolégico y 19 C X, con ¥ un dlgebra de conjuntos de Q). Entonces Cy(Qg) C
B(,X).

Proposicién 7.5. Sean Qg y X. como en la proposicién 7.4. Entonces C,(Qg) es cerrado en B(Q, X) con la topologia de la
convergencia uniforme en ().

Teorema 7.6 (Sobre el dual de B(()y,X)). Sean Qg un conjunto no-vacio y X un dlgebra de Q. Para cada f € B(Q, L),
sed || flleo = sup{|f(w)| : w € Qp}. Entonces:

(i) B(Qg,X) es un espacio de Banach con respecto a la norma || - ||co.

(ii) El dual B(Qo,X)* de B(Qo,X) es isométricamente isomorfo con el espacio de Banach ba(X), dotado de la norma
lu| = v(u)(Qo), y para el isomorfismo ®(x*) = uy- € ba(X), x* € B(Qg,X)" se tiene la identidad x*(f) =

/Qofdyx*, Vf € B(Qo, T).

8. Sobre la convergencia y la compacidad en la topologia Lévy

Utilizando los resultados de la seccién 7 y el teorema de aproximacién 3.6, damos una caracterizacién de la
convergencia en el espacio orba™t(A) con la topologia Lévy en términos de funcionales lineales y positivos en
Cp(Q)*, donde Q) es un espacio normal y Hausdorff y A es un 4lgebra de () conteniendo los abiertos de Q).

Cuando Q) = S es un espacio compacto Hausdorff, utilizando el teorema 5.9 sobre la regularizacién de y en ba™ (A),
donde A es un algebra de S conteniendo los abiertos de S y contenida en B(S) la o — algebra de Borel en S, probamos
que en el espacio orba™ (A) = rca™ (A) con la topologia Lévy, las truncaciones y las superficies son compactos.

Estos dos resultados serdn utilizados en la préxima seccién para dar una prueba alterna del lema 2.18 que da la

equivalencia entre el teorema de Krein-Milman y su versién baricéntrica, sin hacer referencia alguna al teorema de
representacion de Riesz.

1o €l funcional asociado con py en B(Q), A)* (ver el teorema 7.6(ii)). Si

X, |, () converge a algiin xj; con p € orba™ (A) en la topologia o(Cy(Q2)*, Cyp(Q2)), entonces py converge a p en la topologia
T.

Lema 8.1. Sea (jiq)y una red en orba™ (A) y sea x

Demostracion. En virtud de la proposicion 6.5, basta ver que H,chn ua(E) = u(E), VE € .Af,. Como u € orba™ (A) y

#(9E) = 0, es claro que u (E) < p (E) + u(0E) = u (12") < u(E) y por tanto
u(E) =p(E)=p (E) : 8.1)
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o

Como y es exteriormente regular, por la proposicién 4.5; u <E> = sup {y(C) :CC E yCe CT} . Por definicién,
u(E) = inf{u(U):EC U € 7}. En consecuencia, dado ¢ > 0 existen conjuntos C € C; y U € T tales que
CgEgnggUy

Z (E) <O+ y mu) <u(E)+7 (82)

Luego, de las ecuaciones (8.1) y (8.2), u(U — C) < g Ahora, como C C E C E C Uy Q esnormal; por el lema de
Urysohn, existen g,h € C,(Q)) tales que 0 < g, h <1, g.=1g =0y h|E =1, h‘n\u = 0. Como 1 y py son
O\E

positivas, es claro que los funcionales x;, x;,

x,(f) = /fdy >0y x,(f) = /fd;t,x > 0 para todo f > 0 en B(Q, A). Pero, por la proposicion 7.4,
o) Jo

Cp(Q)) € B(Q), A) y asi x;‘,, x;ja son funcionales lineales positivos en C,(Q)). En consecuencia, xc < g < st <xg <

Xg < h < xuy esto implica que

, son positivos, ya que

WE) < x3(9) < (E) = () = () < wi0) < p(u) 3
De esto se sigue que
0 < x(h) = x,(g) < p(U) = p(C) = u(U\C) < % (8.4)
y por consiguiente
x3(8) < n(E) < x;(g) + 5 (8.5)

También, como g < xg < h, tenemos que
X, (8) < pa(E) < x5, (), YaeD. (8.6)

De las ecuaciones (8.4), (8.5) y (8.6) se sigue que

<x,, (h) —x,(g)
— x5 (1) — x5 () + 3 (h) — x5(2) 67)
< xj, (1) — x5 (1) + g

Ahora, por hipétesis, x, (f) — x;(f) para todo f € Cy(Q2), y luego para g, 1 € C,(Q2) existe ap tal que [x;, (g) —
* € % * € * *
(8] < 5y |2, () — xj, ()| < > Vo > ag. Como (x};, — x;;)(8) y (x5, — x,) (h) son reales,

€ * * € € % % €
-5 < X, (8) —x,(8) < 57 —5< Xy, (h) — x,(h) < Y Va > ag. (8.8)

Utilizando las inecuaciones en (8.8) en las inecuaciones (8.7) tenemos que
—€ < a(E) — u(E) <€, Ya > . Es decir, lim j4 (E) = u(E) y esto completa la demostracion. O
49

*

Lema 8.2. Sea (jin)q una red en orba™ (A) tal que po — p € orba™ (A) en la topologia ;. Entonces xj,, — xj; en la topologia
o(Cy(€2)*, Cp(Q2)), donde x;,, x;, se dan como en el teorema 7.6(ii), y se consideran sus restricciones a Cp(Q).

Los dos lemas anteriores conforman el siguiente teorema.

Teorema 8.3. Sea () un espacio normal y Hausdorff y sea A un dlgebra de conjuntos en Q) tal que T C A. Si (fa)a
es una red en orba*(A). Entonces py — p € orba™(A) en la topologia 7; si y sélo si x; |c,«q) = Xplc,) en la
o(Cy(€2)*, Cp(€2))-topologia, donde xj, y x;; son como en el teorema 7.6(ii).
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Cuando Q) = S es un espacio compacto y Hausdorff; el siguiente teorema nos dice que las truncaciones B(0,r) N
reat (A) y las superficies {u € rca™(A) : ||yl = 1} son 7; — compactas. La demostracién de este teorema se
fundamenta en la regularizacion de p € ba™ (A) (ver el teorema 5.9).

Teorema 8.4 (7-compacidad de las truncaciones y superficies en rca™ (A)). Sea S un espacio compacto y Hausdorff y
sea A un dlgebra de conjuntos en S satisfaciendo T C A C B(S), donde T es la topologia de S. Entonces:
(i) orbat(A) = rca™ (A).

(i) Parar > 0, la truncacion B(0,r) (| rca™ (A) es 1, — compacto.
(iii) Parar > 0, la superficie {p € rca™ (A) : ||pt]|o = 1} es 7 — compacto.

El teorema anterior se utilizard en la préxima seccién para deducir el teorema de representacion de Riesz a partir de
la versién baricéntrica del teorema de Krein-Milman.

9. Resultado principal: El teorema de representacién de Riesz a partir del teorema de Krein-Milman.

Utilizando el teorema 8.4 damos una demostracién del lema 2.18, la cual no hace referencia alguna al teorema de
representacion de Riesz. Asi, podemos establecer la equivalencia entre el teorema de Krein-Milman y su version
baricéntrica, independientemente del teorema de representacién de Riesz, y luego, como se vio en 2.5, deducimos el
teorema de representacién de Riesz a partir del teorema de Krein-Milman. En esta forma, efectivamente el teorema
de representacién de Riesz es una consecuencia del teorema de Krein-Milman.

Lema 9.1 (=Lema 2.18). Sea X un espacio localmente convexo y Hausdorff, y sea K un compacto no-vacio en X. Entonces
x € Co(K) siy sdlo si existe una medida boreliana y regular y de probabilidad en K tal que x es el baricentro de y, i.e.

x*(x) = /Kx* du, Vx*e X'

Demostracion. Sean x, (Xa)x Y (Ma)a como en la demostraciéon del lema 2.18. Ahora, sin usar el teorema de
representacion de Riesz y utilizando el teorema 8.4, probaremos que existe una medida boreliana y regular u
de probabilidad en K tal que x es su baricentro.

Claramente (44 ), €s una red en rca™ (B(K)) con u,(K) = 1 para todo «, por lo que

(pa)a € {p € rea™ (B(K)) : ||pt|lec = 1}, €l cual, por el teorema 8.4(iii), es T;-compacto. Por tanto, existen una subred
(1p)p de (pa)a y p € rea™ (B(K)) con pu(K) =1 tal que pg — p en la topologia 1.

*

kg
7.6. Asi/ fdug — / fdu, Vf e C(K),y en particular,
K K

“d %/ “du Vxt e X% 9.1
_/Kx Hp— | x"dp, Vx ©.1)

ya que xl*K € C(K) para todo x* € X*. Por otro lado, x, — x y luego xg — x. Asf

x*(xg) = /Kx* dug — x*(x). (9.2)

Por el teorema 8.3, esto es equivalente a x;, . — x;, en la topologia ¢(C(K)*, C(K)), con x}, sy x;, como en el teorema

De esto y de la convergencia en (9.1), concluimos que x*(x) = / x*dyu, Vx* e X*.Esdecir, x es el baricentro de
K
u € rea® (B(K)) con u(K) = 1.

La prueba del reciproco es exactamente igual a la dada en el lema 2.18, ya que esta es independiente del teorema de
representacion de Riesz. O

Como hemos obtenido el lema 2.18 (=lema 9.1) independientemente del teorema de representaciéon de Riesz, el
teorema 2.19 que da la equivalencia entre el teorema de Krein-Milman y su versién baricéntrica, de hecho puede
considerarse probado sin ninguna referencia al teorema de representacién de Riesz.

Con la conclusién anterior y con la demostracién hecha en 2.5, tenemos el resultado principal de este trabajo.

Teorema 9.2. El teorema de Krein-Milman implica el teorema de representacion de Riesz.

Demostracion. La demostracién es similar a la dada en la subseccion 2.5. O
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